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Tytulowy tréjkat mozna opisaé¢ rowniez

w bardziej finezyjny sposéb. Niech A, B

oraz C beda trzema niewspoétliniowymi

punktami. Tréjkatem Sierpinskiego

o wierzchotkach w tych punktach

nazywamy zbiér Sapc wszystkich

punkéw postaci uA + vB 4+ wC,

spelniajacych warunki:

e u,v,w € [0,1],

e ut+tv+w=1,

e jesli wezmiemy rozwiniecia dwéjkowe
liczb u, v i w, czyli u = 0, uguz .. .(2),
v =0,v1v2...(2), w =0, wiwz .. .(2),
to u; +v; + w; = 1 dla wszystkich
i>1.

Przykltady rozwinig¢é dwéjkowych liczb

niecatkowitych: 3 =0,1(2), 3 =0, (01)(2),

V2 =1,0110101000001001 . . .(3).

Zauwazmy, ze $rodek ciezkosci tréjkata

ABC nie nalezy do Sapc, z drugiej

strony kazdy punkt odcinka AB nalezy

do Sapc (dlaczego?).

Automat komdrkowy to zbiér komoérek
tworzacych siatke (komérki moga by¢
kwadratowe, szesciokatne, ale réwniez
szescienne, w ksztalcie czworoscianu

i innych figur), ktére moga przyjmowac
jeden ze z géry zadanych stanéw. Uklad
komérek podlega ewolucji w czasie
zgodnie z regutami opisanymi przez tak
zwang funkcje przejscia. Kazda ewolucja
tworzy nowe generacje komorek
poczawszy od pewnego ustalonego stanu
poczatkowego.

Tréjkat Sierpinskiego gra o zycie
Karol GRYSZKA*

Tytul niniejszego artykulu jest zestawieniem dwdch pozornie odlegtych pojeé
matematycznych. Pierwszym z nich jest tréjkqt Sierpiniskiego — jeden z najlepiej
rozpoznawalnych fraktali. Drugim jest gra w Zycie — automat komérkowy opisany
w 1970 roku przez Johna Conwaya.

Konstrukeja trojkata Sierpinskiego zostata podana przez Wactawa Sierpiniskiego

w 1915 roku, cho¢ juz wczeéniej obserwowano mozaiki i inne wzory o podobnym
ksztalcie. Ten fraktal powstaje w nastepujacy sposéb: dowolny tréjkat

(u Sierpiniskiego réwnoboczny) dzielony jest na cztery mniejsze identyczne tréjkaty,
z ktorych srodkowy jest usuwany; na pozostalych trzech trojkatach caly proces
dzielenia i usuwania $rodkowej czeSci powtarza sie w nieskoriczonosé. Powstala ,na
konicu” figura to wiasnie tréjkat Sierpinskiego. Na rysunku ponizej przedstawionych
jest pierwszych sze$¢ etapow konstrukeji, gdy poczatkowy tréjkat jest réwnoboczny.
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Trojkat Sierpinskiego ma wiele zaskakujacych zwiazkéw z innymi obiektami
matematycznymi, takimi jak tréjkat Pascala, gra w chaos, L-systemy, iterowane
systemy funkcji czy popularna tamigtowka ,Wieze Hanoi”. My przedstawimy jego
zwiazek z gra w zycie.

Gra w zycie jest algorytmem opisanym nastepujacymi regutami:

e gra rozgrywa sie na nieskonczonej plaskiej planszy, podzielonej na identyczne
kwadratowe komorki; w szczegélnosci kazda komérka sgsiaduje z oSmioma
komoérkami dokola niej,

¢ kazda komorka znajduje sie w jednym z dwéch stanéw: jest albo zywa, albo
martwa,

o gra odbywa si¢ w turach (uklad ewoluuje); w kazdej turze tworzony jest nowy
uklad (generacja) komoérek na podstawie poprzedniej tury,
gdy martwa komorka uzyska dokladnie trzech Zywych sasiadow, staje sie zywa
w kolejnej generacji — tak powstaje nowe zycie,

e zywa komérka posiadajaca dokladnie dwéch lub trzech sgsiadéw przezywa do
nastepnej generacji; w przeciwnym razie staje siec martwa.

Powyzsze reguly pozwalajg na tworzenie ogromnej liczby bardzo ciekawych wzoréw.
Na rysunku ponizej przedstawiony jest prosty przebieg gry dla uktadu trzech zywych
komoérek (oznaczone czarnym kolorem).
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Liczby w kwadratach oznaczaja liczbe zywych sasiadéw danej komérki. W tym
przykladzie generacje ewoluuja okresowo — czyli w ktorejs z tur powtarza sie uktad,
ktéry wystapit juz wezedniej. Generacja jest zas stata, gdy w kolejnych ewolucjach
uktady zywych i martwych komérek sg identyczne (rysunki na marginesie).

Gra w zycie jest szczegélnym przypadkiem automatu komérkowego — przykladem
ogromnej klasy algorytméw komputerowych, ktore zostaly rowniez sformalizowane
w jezyku matematyki.

Bogactwo réznych schematéw, uktadéw okresowych i wielu obrazéw wygenerowanych
w grze w zycie sprawia, ze majacy prawie pot wieku algorytm nadal jest popularny
(istnieje choéby cala grupa ludzi, ktérzy tworza coraz ciekawsze konstrukcje

z uzyciem wspolczesnych programéw symulujacych gre — jednym z takich programéw
jest golly, dostepny w internecie na stronie golly.sourceforge.net)) i nie zaszkodzity
stowa Johna Conwaya — tworca gry wielokrotnie przyznawal, ze nie lubi wlasnego
pomystu.
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http://golly.sourceforge.net

Duzo lepsze rezultaty otrzymamy, gdy
stanem poczatkowym bedzie
kilka-kilkadziesigt tysigcy komérek
ustawionych w jednej linii. Film

www . youtube . com/watch?v=40SW6kfAnPI
pokazuje, ze ,wystarczy” okoto 15 000
komorek, aby otrzymaé wyrazny obraz
fraktala. Wtasne eksperymenty mozna
prowadzié réwniez we wspomnianym
wczesniej programie golly.

* Ustugi Umystem,

z inicjatywy Oddzialu Poznanskiego PTM

Co laczy tréjkat Sierpinskiego z gra w zycie?
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jest oczywiste, ze rysunek odzwierciedla fraktal A
(a w istocie — dwie jego kopie zestawione e

podstawami) — wzér powstal z generacji
ztozonej ze 130 komoérek ustawionych w linii poziomej i jest efektem 65 ewolucji.
Duze odstepstwo od wlasciwego ksztaltu, szczegdlnie w okolicy prawego i lewego
korica rysunku, wynika z malej skali generacji poczatkowej (malo zywych komérek).

Reguly gry Conwaya mozna modyfikowa¢ wedlug uznania. Klasyczne zasady zmiany
stanu komérek (opisane wezesniej) oznacza sie przez B3S23. Zapis interpretujemy
nastepujaco: B3 oznacza warunek rodzenia sie nowej komérki (rodzi sie, gdy

ma dokladnie 3 zywych sasiadéw; is born); S23 to warunek przezywalnosci

(2 lub 3 zywych sasiadéw gwarantuje przezycie; survives). Zastosujmy inna regule
B3S02 do stanu poczatkowego 66 zywych komodrek utozonych w linii prostej. Efekt
takiej gry okazuje si¢ odzwierciedla¢ trojkat Sierpinskiego w stopniu znacznie
dokladniejszym niz regula B3S23. Rysunek obok przedstawia efekt po kilkudziesieciu
generacjach, ktéry jest jednoczesnie stanem stalym — kazda kolejna generacja jest
identyczna z ta widoczna na rysunku.

Niezwykte jest powiazanie dwoch odleglych od siebie obiektéw w matematyce.
Dostrzezenie takiego powiazania jest wspaniatym doswiadczeniem. Jest nim
niewatpliwie polaczenie fraktali z automatami komoérkowymi. Trojkat Sierpinskiego
moze wiec gra¢ w zycie — i to dostownie. Przetrwa bowiem jako generacja ewoluujaca
okresowo (w regule B2S23) albo jako generacja stala (reguta B3S02).

Czy funkcja moze by¢ brudna, czyli
kilka stéw o programowaniu funkcyjnym
Marcin BORKOWSKI*

Kazdy czytelnik Delty wie, ze jednym z podstawowych inna maleje. Niektore funkcje osiggajg swoje kresy, inne zas
poje¢ w matematyce jest funkcja. Matematycy nie tylko uciekajg do nieskonczonosci. Malo tego, zdarza sie nawet,
odmieniaja to stowo przez wszystkie przypadki (moze ze funkcja znika w jakim$ punkcie! Sposobéw myélenia

z wyjatkiem wolacza), ale réwniez tworza od niego stowa o funkcjach jest wiele. My skupimy sie na jednym z nich,
pochodne (mamy wszak réwnania funkcyjne czy analize ktory jest chyba najblizszy praktyce programistycznej
funkcjonalng). (co nie znaczy, ze z nig tozsamy). Otz funkcje mozemy

Czesé czytelnikéw Delty wie réwniez, ze programisci
nie pozostaja matematykom dtuzni — funkcje zrobity

rozumieé jako model czynnosci obliczania czego$§ —mowiac
jezykiem szkolnym, jako ,wzor”.

w programowaniu doprawdy zawrotnag kariere i sa obecne Z takim rozumieniem funkcji matematycy maja jednak
w zdecydowanej wiekszosci jezykdéw programowania. klopoty. Po pierwsze, nie kazda funkcje mozna opisaé
Sprébujemy wyjasni¢, czym roézni si¢ ,funkcja” matematyka wzorem. Jest tak choéby dlatego, ze ,wzoréw” jest

od ,funkcji” programisty.

Formalna definicja funkcji, doskonale znana studentom

I roku matematyki, opiera si¢ na teorii mnogosci.

Funkcja jest po prostu dosé specyficznym rodzajem
zbioru, a mianowicie relacja (czyli pewnym zbiorem par
uporzadkowanych) lewostronnie catkowita i prawostronnie
jednoznaczna. Pozwolimy sobie pominaé definicje, ktére
czytelnikom Delty moga by¢ znane, a nam sg zbedne.

przeliczalnie wiele, a rodziny funkcji o dziedzinach

i przeciwdziedzinach nieskoniczonych sa nieprzeliczalne.
Gdybyémy nawet ograniczyli rozwazania tylko do
funkcji dajacych sie opisa¢ wzorem (czego matematycy
z réznych powoddéw nie cheg robié), nie rozwiaze to
wszystkich probleméw. Swietnie to widaé¢ na przykladzie
porownywania funkcji. Zapytajmy w szczegdlnosci, czy
funkcje o wzorach f(z) = (x4 1)? i g(z) =2® + 2z +1
sg réwne, innymi stowy, czy symbole f i g oznaczaja te

Oczywidcie, jak to zwykle bywa, definicje swoje, a zycie samg funkcje. Matematyk powie oczywiscie, ze tak — ale
swoje. Gdy podstuchamy rozmowy matematykdéw, okaze przeciez te wzory nie sa identyczne! Co gorsza, nierzadko
sie, ze funkcja to dla nich nie specjalnie spreparowany zdarza sie, ze jest bardzo trudno orzec, czy dwa (réznie

zbiér odpowiednich par, ale prawie zywa istota, ktéra moze  wygladajace) wzory opisuja te sama funkcje. Formalnie,
wykonywaé rézne czynnosci. Oto jedna funkcja rosnie, gdy  jest to problem nierozstrzygalny. Intuicje tego pojecia ma
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www.youtube.com/watch?v=4OSW6kfAnPI

