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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

773 (WT =1,78) i 774 (WT = 1,87)
z numeru 1/2019

Witold Bednarek
Jerzy Cisto
Franciszek S. Sikorski
Pawel Najman

Pawel Kubit
Krzysztof Kaminski
Michatl Kozlik

L6dz
‘Wroctaw
Warszawa
Krakéw
Krakéw
Pabianice
Gliwice

41,66
41,51
40,74
39,69
39,40
37,32
35,73

Rozwigzania zadan z numeru 4/2019
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby calkowite (w kazde pole jedng liczbe) tak, by
liczby wpisane w dowolne dwa przylegte pola byly réwne lub réznily si¢ o 1 (pola przylegle maja
wspdlny bok). Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najwigksza liczbe m taka, ze przy
kazdym wypelnieniu planszy n X n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia si¢ na
co najmniej m polach planszy.

780. Ciag xo, 1, z2, ... jest okreslony wzorami: zg = 1,

1
Tppl = Tn + — dla n=0,1,2,...

Ln

Obliczy¢ granice lim (mn — \/Qn) lub wykazad, ze ta granica nie istnieje.

n— oo

779. Odpowiedz: maksymalna wartosé m, o jakiej mowa, to m = n. Macierz [a;;]
o wyrazach a;; =i+ j—1 (i,j =1,...,n) daje przyklad wypelnienia planszy,
przy ktérym liczba n pojawia sie n razy (cala jedna przekatna), a zadna liczba
nie wystepuje wiecej niz n razy. Pozostaje wykazaé, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba wystapi > n razy.

Wezmy pod uwage dowolne takie wypelnienie i niech my oraz M} oznaczaja
najmniejsza oraz najwicksza liczbe w kolumnie k. Liczby w sasiednich polach
réznia sie co najwyzej o 1, wiec w k-tej kolumnie sg wszystkie liczby catkowite
z przedziatu [my, My].

Gdy max{my,...,m,} < min{M, ..., M, }, wéwczas pewna liczba catkowita
nalezy do wszystkich przedzialéw [mq, M), ..., [m,, M,]. Jest ona obecna we
wszystkich kolumnach, wiec wystepuje > n-krotnie na planszy.

Gdy za$ max{my,...,m,} > min{M, ..., M, }, znaczy to, ze dla pewnych
numeréw kolumn k, [ zachodzi nieréwnosé¢ my < My < m; < M;. Wezmy
dowolny wiersz. Na przecieciu z kolumnami k i [ sa w tym wierszu: pewna
liczba < M) oraz pewna liczba > my; zatem sa w tym wierszu wszystkie liczby
catkowite z przedziatu [My, m;]. Wiersz byl dowolny, czyli kazda z tych liczb
(np. M) jest obecna we wszystkich wierszach — wystepuje wobec tego > n razy.
To uzasadnia odpowiedz.

780. Podang réwnosé rekurencyjng podnosimy stronami do kwadratu
(zastepujac literke n literka k) i dostajemy réwnowazna zaleznosé
xi_H fxi :2+x;2.

Dodajemy te réwnosci dla k =0, ...,n—1, otrzymujac
n—1

(1) zl—1=2n+Y x>
k=0

Stad od razu widaé, ze z,, > v/2n (dla n > 0), i wobec tego

n—1 n—1 n—1 1 1
-2 _ -2 1 1
(2) Soat=14) <1+22k_1+2Hn_1,
k=0 k=1 k=1
gdzie — jak zwykle — H,, oznacza sume odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do m.
Zaleznodci (1) i (2) daja oszacowanie

1
2 <2+ 24 §Hn_1.

Skoro ,, > v/2n, mamy stad

Nl z2 —2n _ z2 —2n - 24 $Hn 1 .
Tn+V2n 220 2v/2n

Liczby uzyskane po prawej stronie tworzg ciag zbiezny do zera; wynika to

na przyklad ze znanej réwnosci asymptotycznej H,, ~ Inn; albo — bardziej

elementarnie — z nieréwnoéci H,, < 3n'/3 (nietrudnej do wykazania przez

indukcje). Dwustronne oszacowanie (3) pokazuje, ze

lim (mn—\/ﬁ) =0.

n—oo

(3) 0<x,—
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