Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2019
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Rozwigzanie zadania M 1603.
Przypiszmy druzynom 2n punktéw
przestrzeni, z ktérych zadne trzy nie leza
na jednej prostej. Jesli dwie druzyny
rozegraly ze soba mecz pierwszego dnia,
potaczmy odpowiadajace im punkty
odcinkiem niebieskim, a jesli drugiego
dnia — odcinkiem czerwonym.

Zauwazmy, ze uzyskujemy w ten sposéb
uktad tamanych zamknietych, z ktérych
kazda ma parzysta liczbe odcinkéw, gdyz
w kazdej z nich kolejne odcinki maja
rézny kolor. Wystarczy z kazdej takiej
tamanej wybrac¢ co drugi wierzchotek —
w ten sposéb uzyskamy n punktéw,

z ktérych zadne dwa nie sa polaczone
odcinkiem. Druzyny odpowiadajace tym
punktom maja wigc zadana wlasnosé.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
769 (WT =1,62) i 770 (WT = 2,71)
z numeru 11/2018

Andrzej Kurach Ryjewo 44,06
Marcin Malogrosz Warszawa 43,64
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74

Michal Adamaszek Kety 39,75
Pawel Najman Krakéw 36,72
Pawel Kubit Krakéw 36,23
Krzysztof Kaminski  Pabianice 35,75
Michal Kozlik Gliwice 35,73
Witold Bednarek Lédz 35,31

Nowa twarz w Klubie 44: pan Andrzej
Kurach. Witamy!

Zadania z matematyki nr 783, 784
Redaguje Marcin E. KUCZMA

783. Na plaszczyznie narysowano N kwadratéw o bokach réwnoleglych

i prostopadlych do ustalonego wspdlnego kierunku. Niech S bedzie zbiorem
srodkow tych kwadratéw; zakltadamy, ze jest to N réznych punktéw oraz ze
zaden punkt zbioru S nie lezy na brzegu zadnego kwadratu. Udowodnié¢, ze
mozna wyréznié niektore z tych N kwadratéw tak, by kazdy punkt zbioru S
lezat w co najmniej jednym wyréznionym kwadracie oraz w co najwyzej czterech
wyrdznionych kwadratach.

784. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, ktore mozna zapisa¢ w postaci
sumy p = a®+b* (a,b > 1 catkowite) tak, by liczba 2ab byla kwadratem liczby
caltkowitej.

Zadanie 784 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadai z numeru 2/2019

Przypominamy tresé¢ zadan:
775. Znalezé wszystkie czwérki liczb nieujemnych a, b, ¢, d, ktére jednoczesnie spelniajg nieréwnosci

a+b>c+d, ab+cd>= (a+b)(c+d), (a+b)ed>=ablc+d).
776. SzeScian o krawedzi dtugosci k przecinamy plaszczyzna 7, potozona w odlegtoéci d od $rodka
szeScianu. Jaka jest maksymalna wartos¢ d, przy ktérej plaszczyzna m moze mie¢ z kazdag $ciana
sze$cianu co najmniej jeden punkt wspdélny?
775. Niech a, b, ¢,d > 0 beda liczbami o rozwazanej wlasnodci. Wielomian
o pierwiastkach —a, —b, ¢, d
W(z) = (x4 a)(x +b)(x — ¢)(x — d) = 2* + Ax® + B2® + Cx + D

ma wspolczynniki nieujemne, co wynika z podanych zalozen:

A=a+b—c—d=0,

B=ab+cd—ac—ad—bc—bd >0,

C = —abc — abd + acd + bed = —ab(c+ d) + (a + b)ed = 0,

D = abed > 0.

Skoro A, B,C,D > 0, zatem W (z) > 0 dla > 0. Brak pierwiastkéw dodatnich
oznacza, ze ¢ = d = 0.

Na odwrét, gdy c =d =0, a > 0, b > 0, zadane nieréwnosci sg spelnione.
Rozwiazaniem zadania sa czwérki (a,b,0,0) z a,b > 0.

776. Przyjmijmy k£ = 2 i ustalmy prostokatny uktad wspoétrzednych, w ktérym
wierzchotkami szescianu sa punkty (+£1,+1,+1), a rzutem prostokatnym punktu
O = (0,0,0) na plaszczyzne 7 jest punkt P = (a,b, ¢) o wspoélrzednych a,b, ¢ > 0.
Zatem d? = |OP|? = a® + b? + ¢?; za$ plaszczyzna 7 jest dana réwnaniem

ax + by + cz = d?.

Zalézmy, ze ma ona punkty wspélne ze wszystkimi Scianami szeScianu; wiec

np. ze $ciana o wierzchotkach (1,1,-1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,-1).
Kazda z potprzestrzeni (az + by + cz < d?, ax + by + cz > d? ) musi zawieraé
jeden z tych czterech wierzcholkow. Zatem przy pewnym doborze znakéw mamy
nieréwno$é¢ +a £ b — ¢ > d?. Skoro a,b > 0, znaczy to, ze a+b—c > d>.

Analogicznie a —b+c > d? oraz —a+b+c > d?. Dodajemy te trzy
nieréwnoéci i otrzymujemy
a+b+c>3d® =3a®+ 3b% + 3¢%;
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Lewa strona to kwadrat odleglosci punktu P od punktu Q = (1 L 1). Tak wiec

676’6
|PQ| < V3. A poniewaz |OQ| = £1/3, ostatecznie |OP| < |0Q| +|QP| < 1/3.

czyli, rbwnowaznie,

Gdy P = (a,b,c) = (%, %, %), wszystkie nieréwnoéci staja sie réwnosciami;
plaszczyzna o réwnaniu x + y + z = 1 lezy w odleglosci %\/g od O i spotyka
wszystkie éciany. Dla k = 2 szukane maksimum wynosi wiec % 3; zas

w przypadku ogdlnym — po przeskalowaniu — wynosi %\/g - k.
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