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781. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 0 oraz parzystej liczby
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ kres gérny wartosci stosunku A/H, gdzie A1 H

to (odpowiednio) Srednia arytmetyczna i $rednia harmoniczna n liczb wybranych
dowolnie z przedziatu [a, b].

782. Dany jest trojkat ABC, w ktérym wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka C'
ma dhigoéé h. Na kazdym odcinku CT', taczacym wierzchotek C' z bokiem AB,
odkladamy odcinek TP ustalonej dlugoéci d < h. Uzyskane w ten sposéb
punkty P tworza pewna krzywa. Czy — jedli liczba d jest dostatecznie mata —
dhugosé owej krzywej przekroczy dtugo$é boku AB?

Zadanie 782 zaproponowal pan Adam Woryna

773. Dana jest liczba nieparzysta n > 3. W kazde pole kwadratowej planszy n X n wpisujemy jedna
z liczb —1, 41, tak ze suma wszystkich wpisanych liczb wynosi 1. Wyznaczamy sume liczb w kazdym
wierszu oraz sume liczb w kazdej kolumnie; dostajemy ciag 2n liczb nieparzystych. Ile maksymalnie
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774. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych m, n, ze nieréwnoéé

|"muJ + |"m11J + Ln,((z, + b)J

zachodzi dla kazdej pary liczb rzeczywistych a, b.

773. Suma wszystkich wpisanych liczb jest dodatnia,
zatem co najmniej jeden wiersz oraz co najmniej jedna
kolumna musi mie¢ sume dodatnia. W rozwazanym
ciagu 2n sum (wierszy i kolumn) moze wiec by¢ co
najwyzej 2n — 2 liczb ujemnych.

Dla kazdego nieparzystego n > 3 ta warto$¢ jest
osiggalna. Tlustracja przedstawia przyktadows realizacje,
gdy n = 11. Opis algorytmu: caly skrajny dolny wiersz

oraz cala skrajna prawa kolumne wypelniamy jedynkami.

Po odcieciu tego fragmentu zostaje plansza kwadratowa
o boku dlugosci parzystej n—1. W jej gérnym wierszu
umieszczamy, kolejno od lewej, (n—3)/2 jedynek oraz
(n+1)/2 minus jedynek. W kolejnych wierszach (planszy
(n—1) x (n—1)) powtarzamy ten uklad z przesunieciem
(w kazdym kroku) o jednostke w prawo; nadwyzke
wychodzaca poza prawy skraj przenosimy przy tym
cyklicznie na skrajne lewe pole.

W pelnej planszy n x n uzyskujemy przewage
minuséw nad plusami we wszystkich wierszach

i kolumnach z wyjatkiem ostatniego i ostatniej. Kazdy
z poczatkowych n—1 wierszy ma sume —1, za$ ostatni
wiersz ma sume n, zatem suma catej tabeli wynosi 1.
Stad, ostatecznie, odpowiedz: szukane maksimum
wynosi 2n — 2.

774. Bedziemy uzywaé oznaczenia (wychodzacego

zmody): x — |x| = {z}; jest to liczba z przedziatu [0, 1).

Znane (i latwe do sprawdzenia) wlasnosci tego symbolu:
1 gy {2} >1/2,
(1) [2z] =2[z] =
0 gdy {z}<1/2
(2) {z} +{-2z}=1 (dla z e R\ Z).
Niech m, n beda dodatnimi liczbami catkowitymi

spelniajacymi podany w zadaniu warunek. Dla a = b
przybiera on postaé

(3) 2[(m+n)a| >2|ma| + |2na.
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(dla z € R);

To ma zachodzi¢ dla wszystkich liczb a € R.
Podstawiamy a = 1/m oraz a = —1/m i otrzymujemy
4uiﬁ>m{%Jmm 4473F%2+k%f

m m m m
Oznaczajac 1+ ;- = zo, mamy wigc

2|_a’,‘()J 2 \_2.’L‘0J 2|_—370J 2 |_—2$0J.

To znaczy, ze dla x = xy oraz dla x = —x( lewa
strona (1) ma warto$¢ niedodatnia. Zgodnie
z wlasnodcia (1), ta warto$¢ musi by¢ zerem, co ma
miejsce jedynie, gdy {xo} < 1/2 oraz {—xz¢} < 1/2.
Dla tej liczby xg nie jest wigc spelniona réwnosé (2),
co pokazuje, ze xg jest liczba catkowita, czyli ze n dzieli
sie przez m.

oraz

Wracamy do nieréwnosci (3) i zauwazamy, ze

dla a = 1/(2n) jej prawa strona jest dodatnia.

Wobec tego i lewa strona musi by¢ dodatnia, skad
(m+n)a=(m+n)/(2n) 21, czylim > n. Ale n dzieli
sie przez m. Zatem m = n.

Na odwrét, gdy m = n, nieréwnoéé¢ dana w zadaniu

jest spelniona dla wszystkich liczb a,b € R. By to

sprawdzié, oznaczmy ma = na = A, mb = nb = B;

nalezy pokazaé, ze

(4) [24] + [2B] = |A] + |B] + |[A+ B].

Przy oznaczeniach |A| =k, {A} =«, |B| =1,

{B} =, zalezno$¢ (4) jest réwnowazna nastepujacej:
(2k + [2a)) + (20 + [28]) = k+1+ (k+ 1+ [+ B]);

czyli krocej:

(5) [2a] + |28] > [a+ 8]

Jesli choé jedna z liczb «, 8 wynosi co najmniej 1/2,
lewa strona (5) wynosi co najmniej 1 i nier6wnosé (5)
zachodzi; a jesli «, 8 < 1/2, wéwczas obie strony (5) sa
zerami.

Ostatecznie szukane pary liczb calkowitych m,n > 1
to pary réwnych liczb.



