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779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby caltkowite (w kazde pole

P jedna liczbe) tak, by liczby wpisane w dowolne dwa przylegle pola byly réwne
lub réznity sie o 1 (pola przylegle maja wspolny bok). Dla ustalonej liczby
naturalnej n wyznaczy¢ najwieksza liczbe m taka, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy n x n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia sie na co

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2019

780. Ciag xg, x1,x2, ..

najmniej m polach planszy.
. jest okreslony wzorami: xg = 1,

1
Tpy1=2n+— dla n=0,1,2,...

n

Obliczy¢ granice lim (xn -V 2n) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
n—oo

Zadanie 780 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2018

Przypominamy tresé zadan:

771. Wyznaczyé wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R, spelniajace réwnanie

(a+b)  F(b) = fla)
f( 2 )7 b—a

dla kazdej pary réznych liczb rzeczywistych a, b, ktérych réznica jest liczba catkowita.

772. Niech M,, =2" —1dlan =1,2,3,... Udowodnié, ze nastepujace dwa warunki sa réwnowazne:

(i) 2" =2 (mod n);

771. Dla kazdej liczby = € R uzyskujemy z podanego
réwnania (po podstawieniua =z —1,b=x+1)
rownosé
(1) 2f'(x) = fla+ 1) = f(z = 1).
Wynika z niej, ze funkcja f’ jest rézniczkowalna.
Mozemy wiec zrézniczkowaé (1) stronami, otrzymujac
(2) 2f"(2) = fl(+1) = fl(z—1).
W réwnosci (1) zastepujemy x przez x + 1 oraz x — 1:

2f'(x+1) = f(z+2) - f(),

2w —1) = flx) - flz—2);
réwnosé (2) (pomnozona przez 2) przybiera postaé
(3)  Af"(z) = flz+2) - f(z) — f(z) + f(z —2).
Wida¢ stad, ze i funkcja f” ma pochodna.
Roézniczkujemy (3) stronami:

@) 4f"@) =z +2) - 2f(x) + [z - 2).

(i) 2Mn =2 (mod M,,).

W réwnaniu danym w zalozeniach podstawiamy
a=ux,b=u1x+4, nastepnie a = x — 4, b = x i wreszcie
a=x—4, b=z + 4, otrzymujac kolejno
Aff(x+2) = flx +4) = f(2),
Af'(x—2) = f(z) - f(z —4),
8f'(x) = flz+4) = flz—4).
Réwnosé (4) (pomnozona przez 4) daje w efekcie
16" (2) = (f(a+4) — f(2) — (F(z +4) — (2 — ) +
+ (f(@) ~ fz—4) =0.
Uzyskana rownosé zachodzi dla wszystkich x € R.

To znaczy, ze f jest wielomianem stopnia najwyzej
drugiego.

I na odwrét, kazdy taki wielomian f(z) = Az? + Bx + C
spelnia réwnanie dane w zalozeniu zadania (i to nawet
dla kazdej pary réznych liczb a,b € R) — co tatwo
sprawdzic.

772. Dla n = 1 oba warunki sa spetnione. Dalej przyjmujemy n > 2. Zapiszmy

liczbe M,, — 1 jako

(5)

M, —-1=gn+nr;

q,reZ; 0<r<n.

Wobec okreslenia M, = 2™ — 1 mamy kongruencje 2" =1 (mod M,,), ktéra
podnosimy do potegi ¢: 29" =1 (mod M,,); stad po pomnozeniu przez 2"

(i uwzglednieniu (5)):

(6)

2Mn=1 =97 (mod M,,).

Jesli zachodzi warunek (i), to n jest dzielnikiem liczby 2" — 2, réwnej M,, — 1,
czyli w réwnosci (5) jest r = 0. Ze zwiazku (6) dostajemy 2M»~1 =1 (mod M,,);

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
765 (WT = 1,78) i 766 (WT = 2,44)
z numeru 9/2018

Piotr Kumor Olsztyn 42,07
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Marcin Malogrosz Warszawa 38,00 (7)
Andrzej Kurach Ryjewo 36,52
Krzysztof Kamiriski ~ Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakéw 35,69

otrzymujac 2Mn»

21

_1:

pomnozenie przez 2 daje warunek (ii).

Na odwrét, jesli zachodzi warunek (ii), to dana w nim kongruencje (mod M,,)
dzielimy stronami przez 2 (to dozwolone, bo M, jest liczba nieparzysta),
(mod M,,). W potaczeniu z (6) dostajemy

2"=1 (mod M,).

Ale 2" < 2"t < M, wiec kongruencja (7) jest réwnoscia, skad r = 0. To znaczy,
w my$l (5), ze n dzieli liczbe M,, — 1 = 2™ — 2, i mamy warunek (i).



