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777. W tréjkacie ABC bok BC jest najdtuzszy. Okrag wpisany jest styczny do
bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach K, L, M. Na prostej KM lezy
taki punkt P, ze odcinki PC oraz KL sa réwnolegte. Dowies¢, ze prosta AP
przechodzi przez srodek odcinka K L.

778. Znalez¢ wszystkie trojki liczb catkowitych x, vy, z spelniajace réwnanie

(r4+y+2)° =2 +y*+27)

wraz z warunkiem NWD(z,y, z) = 1.

Zadanie 778 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2018

vl

Przypominamy tresé zadan:

769. W trapezie ABCD o réwnoleglych podstawach AB i C'D zachodza réwnosci: |AB| = |AD|,
\ |BD| = |BC|. Okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina przekatna AC w punkcie E. Dowie$¢, ze
' prosta DE polowi bok AB.

\ 770. Dla dodatnich liczb catkowitych a1, ..., an, oraz n rozwazamy sume

K,(ai,...

769. Tréjkat BC'D jest réwnoramienny; symetralna boku

CD jest osia symetrii tego trdjkata, wiec i okregu na nim

opisanego; prosta AB (réwnolegta do C'D) jest styczna do
tego okregu. Skoro |AB| = |AD|, zatem prosta AD tez jest
styczna. Wynikaja stad réwnosci katow

|%ADE| = |¥*DCE| = |%CAB].

Prosta DFE przecina AB w punkcie, ktory nazwiemy F'.
Niech G bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem B.
Widzimy trapez réwnoramienny AGCD, z réwnymi

katami: |[xDAF| = |xAGC)|. Stad i z wczesniejszej réwnosci
(przepisanej jako |¥xADF| = |*<GAC|) wynika podobiefistwo
trojkatéw DAF i AGC. W konsekwencji

|AB| _ |DA| _ |AG| _ |AG| _
|AF| — |AF| — |GC| ~ |GB| 7

co pokazuje, ze I jest érodkiem odcinka AB.

770. Nie tracimy ogdlnosci, rozwazajac jedynie niemalejace
ciagi (ai1,...,am), dzieki czemu wyrazy sumy
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jest tym, dla ktérego suma (1) — pozostajac mniejsza od 1
— jest maksymalna. Wynosi ona

3) 1 T

L — o —
Niech wiec a1 < - -+ < am bedzie dowolnym ciggiem, dla
ktérego wartosé sumy (1) jest mniejsza od 1. Przypu$émy,
ze pewien wyraz (1/n)*, z wyktadnikiem k > 2, powtarza
sie co najmniej n razy. Przyjmijmy, ze k jest najwiekszym
takim numerem. Wykreslamy n sktadnikéw réwnych (1/n)"
i zastepujemy je pojedynczym wyrazem (1/n)*'.
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Dla ustalonych liczb catkowitych m,n > 2 wyznaczy¢ kres gérny zbioru tych wartosci wyrazenia
, @ ), ktére sa mniejsze od 1.

Wartosé sumy nie ulegta zmianie, ale ciag skrocit sie

o n — 1 wyrazéw. Dopisujemy wiec na koncu n — 1 utamkéw,
z wykladnikami tak duzymi, by warto$é¢ sumy (1) (ktéra
si¢ powiekszal!) pozostata mniejsza od 1 — baczac jedynie,
by zaden wyraz (z wykladnikiem > k) nie powtérzyl sie
n-krotnie.

Powtarzamy te modyfikacje tak dlugo, dopdki istnieje blok
jednakowych sktadnikéw (1/n)?, dtugosci co najmniej n,

z jakimkolwiek wyktadnikiem j > 2. Méglby ewentualnie
pozostaé taki blok dla wyktadnika 57 = 1, czyli zlozony

ze sktadnikéw réwnych 1/n — ale to tez nie jest mozliwe,
skoro przez caly czas byla prowadzona kontrola, by suma
nie osiggneta wartosci 1. Stad wynika, ze w dalszym ciggu
dowodu mozna ogranicza¢ uwage do ciagéw (ai,...,am)

o wlasnoéciach:

(4)
Ciag (2) spelnia te warunki. Dla wykazania jego
optymalnosci wezmy pod uwage dowolny inny ciag
(a1,...,am), takze spelniajacy powyzsze warunki, i oznaczmy
przez £ najwczesniejszy numer, dla ktérego ay # be. Zatem
odcinki (a1, ...,a¢—1), (b1,...,be—1) sa identyczne.

Nietrudno zauwazy¢, ze ar > be; w przeciwnym przypadku
mieliby$my by > ar > a¢r—1 = be—1; to by oznaczalto, ze

bi—1 =be— 1, ag = a¢—1 i ze w ciggu (2) be—1 jest wyrazem
konczacym blok ztozony z n—1 réwnych liczb. Skoro zas

a; = b; dla i < £ oraz a¢ = a¢—1, mielibySmy w ciagu (a;)
blok ztozony z n réwnych liczb, wbrew warunkowi (4). Tak
wiec ag—1 = br—1 < b < ar < ag41.

a1 < -+ < am; zadna liczba nie powtarza si¢ n-krotnie.

Dokonujemy kolejnej modyfikacji ciagu (a1,...,am),
zastepujac wyraz ag liczba by. Warunki (4) pozostaja
spelnione, warto$é sumy (1) zwigksza sig, za$ nowy ciag
pokrywa sie z ciagiem (2) na odcinku (b1, ...,b). Po
skonczenie wielu takich krokach dochodzimy do ciagu

(b1,...,bm). To pokazuje, ze warto$é¢ sumy (1) dla wyjSciowego
ciggu (a1,...,am) byla mniejsza niz jej wartos¢ dla ciagu
(b1,...,bm) — czyli liczba dana wzorem (3), ktéra wobec tego

jest szukanym kresem gérnym.



