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Czytelnik Spostrzegawczy zauwazy, ze
jedng rzecz na temat naszego dowodu
jednak zdradzamy — mianowicie gérne
oszacowanie jego dlugosci (wynoszace k).

/

Czytelnik Niezlosliwy jest zapewne

w stanie uwierzy¢, ze dowody z wiedzg
zerowq sg waznym narzedziem calej
kryptologii, a nie tylko jej ztodliwej czesci.
Sa chociazby podstawa anonimowych
kryptowalut (np. Zerocash). Inne ciekawe
ich zastosowanie przedstawimy

w odcinku VI naszej sagi.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Rys. 1. Liczba L(r) jest réwna
powierzchni pokrytej przez kwadraty
jednostkowe, ktérych dolny lewy
wierzcholek lezy wewnatrz lub na brzegu
kota

k =1, to weryfikator uczy sie tylko pewnego izomorfizmu G, a jedli k£ = 2, to
weryfikator poznaje losowa permutacje liczb {1,...,n}, zupelnie niezalezna od G
(bo w tym przypadku nie zna 7!).

Co jeszcze?

PokazaliSmy dwa przyklady protokoléw dowoddéw z wiedza zerowa. Nasuwa sie
pytanie: jakie inne (i jak bardzo skomplikowane) stwierdzenia mozemy podobnie
dowodzi¢? Okazuje sie (by¢ moze zaskakujaco), ze... niemal wszystkie. Aby sie
o tym przekonaé, potrzebna jest pewna wiedza z teorii ztozonosci obliczeniowej,
a konkretnie: informacja, ze problem istnienia cyklu Hamiltona w grafie jest
problemem NP-zupelnym. Nie jest ambicja tego artykutu, aby doktadnie
wyttumaczyé to pojecie (patrz na przyklad AL Al czy All), wiec sila rzeczy
musimy w tym momencie troche rozluznié¢ rygor Scistej precyzji na rzecz intuicji.

(,,Niemal wszystkie” w akapicie wyzej nalezy rozumie¢ jako ,niemal wszystkie wystepujace
w praktyce”. Dla Prawdziwych Teoretykéw klasa NP to wrecz ,niemal nic”.)

Otéz fakt, ze problem cyklu Hamiltona (CH) jest NP-zupelny, oznacza, ze
dzigki temu, ze pokazaliSmy protokét dowodu z wiedza zerowa dla CH, wiemy
jak konstruowaé protokoty z wiedza zerowa dla dowolnego innego problemu
z klasy NP! W jaki sposéb? Wystarczy zastosowaé odpowiednia efektywna
redukcje do problemu CH (ktéra musi zawsze istnieé) i dalej stosowaé protoké?
opisany wyzej.

W szczegdlnosci: zalézmy, ze udowodnilismy hipoteze Riemanna. Rozwazmy
teraz jezyk:

L = {zdanie prawdziwe ¢ | ¢ ma dowdd dlugosci < k}.

Niewatpliwie L € NP (dlaczego?), wiec dla kazdego ¢’ € L istnieje dowdd z wiedza
zerowa, w szczegdlnosci: dla ¢’ = Hipoteza Riemanna jest prawdziwa”.

A po ludzku: okazuje sie, ze istnieje graf G&,. . (rozmiaru wielomianowego

od k) taki, ze jesli hipoteza Riemanna ma dowdd diugosci < k, to w tym grafie
jest cykl Hamiltona, a jesli nie ma takiego dowodu — to i cyklu Hamiltona

w GE._ nie znajdziemy. Wiecej: znalezienie grafu Gk, jest efektywnie
obliczalna funkcja zdania ¢’ (zapisanego w jakiej$ formalnej logice). Jesli wiec
rzeczywiscie znajdziemy dowdd dla hipotezy Riemanna dlugosci k£ i mamy
nieodpartg pokuse pohandryczy¢ sie ze $wiatem, to mozemy zawsze przedstawic
wylacznie dowdd istnienia cyklu Hamiltona w grafie G& Dowéd z wiedza

Riemann*
ZeTows, rzecz jasnal

Kraty
Jarostaw GORNICKI*

Na plaszczyznie euklidesowej R? zbiér Z? = {(m,n) : m,n € Z} nazywamy kratq,
a jego elementy punktami kratowymi.

Carl Gauss zauwazyl, ze jedli liczba punktéw kratowych w kole 22 + y2? < r2
L(r)
2

L(100) = 31417, wiec 7 ~ 3,1417. Precyzyjnie, Gauss pokazal, ze
L(r) = mr? + E(r), gdzie blad |E(r)| < 2v/27r. Do dzi$ nie wiemy, jakie jest
najlepsze oszacowanie tego btedu.

wynosi L(r), to — 7, gdy r — oo (rys. 1). Empirycznie wyznaczyl

Szybko okazalo sig, ze kraty to ciekawy obiekt badan matematycznych. Na
przyklad, na plaszczyznie latwo wykredlié prosta, ktéra nie przecina zbioru Z2.
Jesli na prostej znajduja sie dwa punkty kratowe, to jest ich na tej prostej
nieskonczenie wiele i sg one rozmieszczone w rownych odstepach. Istnieja

tez proste, ktore zawieraja doktadnie jeden punkt kratowy. Gdyby prosta
przechodzaca przez punkty (0,0) i (1,1/2) zawierata punkt kratowy (m,n) # (0,0),

n
to z twierdzenia Talesa uzyskaliby$my, ze /2 = —, a to jest niemozliwe, bo
m

V/2 jest liczba niewymierna.
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1 27
Rys. 2. (W[ =9+ 11-1= "

Konsekwencjg twierdzenia Blichfeldta jest
stawny wynik Hermanna Minkowskiego:

Twierdzenie (H. Minkowski, 1889) Jezeli
zbiér M C R"™, n > 2, jest ograniczony,
wypukly, symetryczny wzgledem poczagtku
ukladu wspdlrzednych i o objetosci
wiekszej od 2™, to zbidr M zawiera
niezerowy punkt kraty Z™ .

Analizujac pola wielokatéw o wierzchotkach w punktach kraty Z?2, Georg Pick
wykazal niespodziewanie, ze wiedza o liczbie i potozeniu punktéw kratowych
w wielokacie okresla jego pole.

Twierdzenie 1. (G. Pick, 1899) Pole wielokata W, ktdrego wierzcholki sq
punktami kraty Z2, a boki nie przecinajg sie, jest réwne

1
|W‘ =Puw + ipb - 13

gdzie py, 1 pp 0znaczajq, odpowiednio, liczbe punktow kratowych we wnetrzu
i na brzegu wielokgta (rys. 2).

Jednym z istotniejszych wynikéw o punktach kratowych jest rezultat Hansa
Blichfeldta:

Twierdzenie 2. (H. Blichfeldt, 1914) Dla dowolnej liczby naturalnej k, dowolny
zbidr ograniczony M C R™, n > 2, o objetosci wiekszej od k mozina tak przesungd,
by zawieral co najmniej k + 1 elementow kraty 7.

Czesé 1. Problem i rozwigzanie

W 1957 r. Hugo Steinhaus w Matematyce 10 (2), str. 58-59, przedstawil kilka
zadan konkursowych dotyczacych kraty Z>2:

Zadanie A. Udowodnié¢, zZe dla kazdej liczby naturalnej n istnieje kolo,
zawierajgce wewngtrz dokladnie n punktow kratowych.

Zadanie B. ZnaleZé najwieksze kolo zawierajgce wewngtrz dokladnie:

(a) 0 punktéw kratowych, (b) 1 punkt kratowy, (c) 2 punkty kratowe,

(d) 3 punkty kratowe, (e) 4 punkty kratowe, (f) 5 punktéw kratowych. Podaé
srednice tych kot.

Zadanie C. Najwieksze kolo zawierajgce wewngtrz dokladnie 4 punkty kratowe
mozna tak przesungd, zeby wewngtrz miato doktadnie 9 punktow kratowych,

a takze dokladnie 8 lub 7 punktow kartowych. Czy mozna je tak przesungdé, Zeby
w jego wnetrzu bylo dokladnie 5, 6 lub 10 punktéow kratowych?

Rozwiazania Steinhausa znajdzie Czytelnik w ksiazce Jeszcze 105 zadar Hugona
Steinhausa opracowanej przez Edwarda Piegata, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2000.

Rozwiazanie Zadania A podal tez Wactaw Sierpiniski w czasopi$mie
L’Enseignement Mathématique (2) 4 (1958), str. 25-31. Pomys! Sierpiniskiego
opieral sie na nastepujacej obserwacji:

1
kazde dwa réine punkty kraty Z° majq réine odleglosci od punktu w = (\/?, 3) ,

tj. nie ma okregu o tym Srodku przechodzgcego przez dwa lub wiecej punktow
kraty.

Istotnie, niech a = (ag, ay), b = (b, by) € Z% i a # b. Jezeli |[a — w| = |b — w], to
2 2
1 1
(a0 — V3)? + (ay_g) :(bw—\/§)2+(by—3) ,

2
ag + azz/ —by - bzz/ - g(ay —by) =2(az — bx)‘/i

Prawa strona jest wiec liczbg wymierna, zatem a, = b,, ale wéwczas

2 2
ai—bi—g(%—by)=(%—by) (ay+by_3) =0.

Jest to mozliwe jedynie, gdy a, = b,. Zatem a = b, sprzecznosé.

czyli

Rozwigzanie Sierpiriskiego. Krata Z? jest zbiorem przeliczalnym, wiec
korzystajac z powyzszej obserwacji, wszystkie jej elementy mozemy ustawic
w cigg Z% = {a1,az,as, ...} tak, ze
la; — w| < |ai41 —w| dla i=1,2,...
Wéwcezas koto otwarte
{z e R?: |z —w| < |any1 —wl|}
zawiera wszystkie punkty kratowe aq,as,...,a, i zadnych innych. Voila!
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Wiele punktéw moze petnié role srodka
kota w twierdzeniu Sierpinskiego, ale
zaden z nich nie moze mie¢ obu
wspo6lrzednych wymiernych. Jesli

r
T = (37 7), to punkty kratowe (r, —p)
q g

i (—r,p) sa tak samo odlegte od
punktu w, gdyz

(-3 (-3 -

Wéweczas, jedli we wnetrzu takiego kota

o érodku w jest n punktéw kratowych, to
zadne kolo o srodku w punkcie w nie
zawiera n + 1 punktéw kratowych.

Twierdzenie 5. (T. Kulikowski, 1959) Dla kazdej liczby e
naturalnej n istnieje sfera, ktora zawiera doktadnie n

punktéw kraty Z°.

Dowdd. Ustalmy n € N. Z twierdzenia Schinzla na
plaszczyznie z = 0 istnieje okrag (v — a)? + (y —
na ktérym lezy dokladnie n punktéw (z,y,0) € Z3.

Rozwazmy sfere o érodku w punkcie (a, b, v/2) i promieniu

1 1
v+ 2, gdzie a = 3 lub 3 b =0, a c to kwadrat

odpowiedniego promienia z twierdzenia 4:

b)? + (2 —V2)2 =c+2,

(z—a)? + 9%+ 22 —c=22V2.

Liczby catkowite x,y, z moga spelniaé to réwnanie tylko
wtedy, gdy z = 0. Oznacza to, ze wszystkie punkty
(z,y, 2) € Z3 lezace na sferze () leza na przecieciu tej
sfery z plaszczyzng z = 0. Zatem jedyne punkty kratowe
na sferze (%) to n punktéw kratowych nalezacych do

(%) (x—a)’ +(y -
skad

okregu Schinzla. O

W tym samym czasie Jerzy Browkin zauwazyl, ze

funkcja

fla) =

1
ax+ay\/§—3‘+

ze dla kazdej liczby naturalnej n:

o istnieje kwadrat zawierajgcy wewngtrz (odpowiednio:
na brzegu) dokladnie n punktéw kraty 72,

azV3 — a, —

(gdzie a = (ay, ay) € Z*) przyjmuje rézne wartosci dla
kazdych dwéch réznych punktéw kraty Z2, oraz dowiédt,

Mamy wiec:

Twierdzenie 3. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje koto o srodku (\/i, ;) ,
ktorego wnetrze zawiera doktadnie n punktow kratowych.

Podobne rozumowanie (szczegdly pozostawiamy Czytelnikom) pokazuje, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje kula o srodku w punkcie (\/5, V3, zl)’)

zawierajaca wewnatrz dokladnie n punktéw kraty Z3.

Czes¢ I1. Poklosie

Naturalne jest pytanie o istnienie okregéw przechodzacych doktadnie przez n
punktéw kraty Z2. Latwo rysujemy okregi przechodzace przez 1,2, 3,4 punkty
kratowe. A jak jest dla wiekszej liczby punktéw kratowych?

W 1958 r. Andrzej Schinzel, korzystajac z twierdzenia teorii liczb: liczba r(n)
rozwigzan réwnania x? + y* = n w liczbach catkowitych (= ilosé rozktadow liczby
naturalnej n na sume kwadratéw dwdch liczb calkowitych) jest réwna 4(dy — dz),
gdzie dy jest liczbg dzielnikow liczby n postaci 4k + 1, a do jest liczbg dzielnikow
liczby n postaci 4k + 3 (dowdd w tym numerze, w artykule Michala Krycha),
udowodnit:

Twierdzenie 4. (A. Schinzel, 1958) Dla kazdej liczby naturalnej n na okregu
opisanym rownaniem

2
1 , 1
— — = —5k_1
(w 2> +y 1

0N, 1
= :752]6
<x 3> T =g

lezy dokladnie n punktéw kraty Z2.

dla n =2k,

dla n=2k+1

Korzystajac z rezultatu Schinzla, Tadeusz Kulikowski wykazatl:

istnieje szescian zawierajgcy wewngtrz doktadnie n
punktéw kraty Z3.

Podobne problemy mozna rozwazaé dla figur o innych
ksztaltach — tréjkatéw, elips. Oczywiscie najwieksze
zainteresowanie budza problemy, ktére mimo wysitkow
nadal pozostaja bez odpowiedzi.

b =c,

Problem 1. Czy istnieje prostopadloscian, ktérego
krawedzie, przekgtne Scian, przekgtna wewnetrzna majg
dtugosci calkowite?

Historia tego problemu siega 1719 roku, gdy Paul Halcke
wskazal prostopadtoscian 44 x 117 x 240, ktérego
przekatne Scian tez sa catkowitej dtugosci.

Problem 2. (H. Steinhaus) Czy istnieje taki podzbior A
plaszczyzny, zZe kazdy zbior przystajecy do A zawiera
doktadnie jeden punkt kratowy?

Spacer po kracie Z, Z? lub Z? polegajacy na
tym, ze w kazdym kolejnym kroku przechodzimy
o jedna jednostke do sgsiedniego punktu kratowego
(majac réwne szanse poruszania sie w kazdym

1 mozliwym kierunku) nazywamy symetrycznym
% ) blgdzeniem przypadkowym. George Pélya pokazal

w 1921 roku, ze w przypadku takiego bladzenia

w kracie Z lub Z? z prawdopodobiefistwem réwnym 1
powrécimy do polozenia poczatkowego. W kracie Z3
prawdopodobienstwo to wynosi okoto 0,35. Tak wiec
naprawde zabladzi¢ mozemy w kratach Z™, gdzie n > 3,
ale to temat na inne spotkanie.
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