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Rys. 1. Graf Golomba: 10 wierzchotkéw,
wszystkie krawedzie dlugosci 1.

Rys. 2. Wrzeciono Mosera:
7 wierzchotkéw, wszystkie krawedzie
dlugosci 1.

Rys. 3. Liczby oznaczaja kolory, szary
obszar to powtarzajacy sie fragment.
Punkty z linii podzialu maja barwe
dowolnego z sasiednich sze$ciokatow.

Rys. 4

Rys. 5. Wszystkie krawedzie sa
dtugosci 1.

Kolorowa plaszczyzna  Joanna JASZUNSKA

Wigkszosci problemoéw otwartych wspdlczesnej matematyki nie da sie zrozumieé
bez zaawansowanej wiedzy, ale zdarzaja sie tez takie, ktérych sformutowania sg
zupelnie elementarne. Ponizsza seria zadan prowadzi do jednego z nich.

1. Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano na czerwono lub zétto. Wykaz, ze
istnieja dwa punkty odleglte o 1 i tego samego koloru.

2. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na czerwono, zotto lub niebiesko.
Wykaz, ze istnieja dwa punkty odlegle o 1 i tego samego koloru.

3. Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano jednym z siedmiu koloréw. Wykaz, ze
nie muszg istnie¢ dwa punkty odlegte o 1 i tego samego koloru.

4. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z o$miu koloréw. Wykaz, ze nie
musza istnie¢ dwa punkty odlegle o 1 i tego samego koloru.

Podsumowujac, jesli kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano jednym z n koloréw,
to dla n = 1,2, 3 musza istnie¢ dwa punkty odlegle o 1 i tego samego koloru, dla

n > 7 nie musza i jesli dla pewnego n nie musza, to dla wiekszych n tez nie musza.
Liczba chromatyczna plaszczyzny x(R?) to najmniejsza wartoéé n, dla ktérej
rozwazane punkty nie muszg istnieé; powyzej uzasadniliémy, ze 4 < Y (R?) < 7.

Doktadna wartogé x(R2) nie jest znana, jest to tzw. problem Hadwigera—Nelsona.
Sformulowanie i powyzsze rezultaty pochodza z lat 1950-60 i do niedawna nic
wiecej nie bylo wiadomo. W kwietniu 2018 roku Aubrey de Grey opublikowat

w internecie prace [AdG], w ktérej udowodnil, ze x(R?) > 5. Skonstruowal graf
o 1581 wierzchotkach i 7877 krawedziach dtugosci 1 i pokazal (wspomagajac sie
komputerem), ze nie da sie pomalowaé jego wierzchotkéw czterema kolorami

bez krawedzi o jednobarwnych koncach. Dowdd ten szybko sprawdzono,

a nastepnie w ramach internetowego projektu Polymath 16 [P16] ruszyly zbiorowe
poszukiwania mniejszego grafu o tej wlasnosci (najlepiej nie wymagajacego
komputera do badania go). We wrze$niu 2018 roku najmniejszy znany taki graf
mial 553 wierzchotki i 2722 krawedzie.

W konstrukeji grafu z pracy [AdG] wykorzystano m.in. nastepujace obserwacje.

5. Wykaz, ze cztery dolne wierzcholki grafu z rysunku 5 leza na jednej prostej
oraz ze dwa skrajne z nich wraz z najwyzszym tworza tréjkat réwnoboczny.

6. Rozwazmy wierzchotki i §rodek szesciokata foremnego o boku dtugosci 1.
Wyznacz liczbe istotnie réznych kolorowan tych siedmiu punktéw najwyzej
czterema barwami bez punktéw odlegtych o 1 tego samego koloru.

Rozwigzania niektorych zadan

R1. Trzy wierzcholki dowolnego tréjkata réwnobocznego o boku diugosei 1
pomalowano dwoma kolorami, wiec pewne dwa sa tej samej barwy i odlegle o 1. O

R2. Nie da sie pomalowa¢ wierzchotkow grafu z rysunku 1 trzema kolorami bez

krawedzi o konicach jednego koloru. Jesli bowiem $rodkowy punkt jest czerwony,

to wierzchotki szesciokata musza byé na przemian zétte i niebieskie. Jesli punkty
potaczone z wewnetrznym tréjkatem sa niebieskie, to jego wierzchotki moga by¢
tylko czerwone i zéltte, a to jak juz wiemy daje teze. O

Zamiast grafu Golomba mozna w dowodzie uzy¢ grafu z rysunku 2 lub z Delty 2/2013 (str. 22).

R3. Podzielmy plaszczyzne na sze$ciokaty foremne o srednicy 0,99 i pomalujmy
jak na rysunku 3. Wowczas wewnatrz zadnego z szeSciokatow nie zmiesci sie
odcinek o dlugosci 1, natomiast odcinki o konicach w réznych sze$ciokatach tego
samego koloru maja dlugo$é wieksza niz 1 (co najmniej 1,25 $rednicy; rys. 4). O
RA4. Dla o$miu i wiecej koloréw wystarczy wzia¢ pokolorowanie dla siedmiu

i na kazdy nowy kolor przemalowaé inny pojedynczy punkt, ktéry byt koloru 1. O
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