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Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2018

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

757 (WT = 1,90) i 758 (WT = 3,40)

z numeru 3/2018

Tomasz Choczewski  Szczecin
Franciszek S. Sikorski Warszawa

Tomasz Wietecha Tarnéw
Janusz Olszewski Warszawa
Michal Miodek Warszawa
Piotr Kumor Olsztyn
Krzysztof Kaminski — Pabianice
Pawet Kubit Krakéw

40,78
39,86
38,19
37,45
36,24
35,09
34,29
32,77

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ rowniez
poczta elektroniczng pod adresem delta®mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspoétczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S5/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegdélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 767, 768
Redaguje Marcin E. KUCZMA

767. Kwadrat o boku dlugosci n, bedacej liczba naturalna, zostal podzielony
prostymi poziomymi i pionowymi na n? kwadracikéw jednostkowych.
Powstala siatka, utworzona z 2n(n + 1) odcinkéw jednostkowych (bokéw tych
kwadracikéw). Uzywajac czterech barw, nalezy te odcinki pokolorowaé (kazdy
odcinek jednym kolorem) tak, zeby kazdy kwadracik jednostkowy mial boki
roznych koloréow oraz by kazdy bok duzego kwadratu uzyskal jednolity kolor —
ale kazdy inny. Dla jakich liczb naturalnych n > 1 jest to wykonalne?

768. Znalez¢ wszystkie trojki liczb naturalnych &k, m,x > 1, spelniajace réwnanie
l4z+22+..  +a2F=1+2)™
Zadanie 768 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadain z matematyki z numeru 6/2018

Przypominamy tres¢ zadan:

763. Dany jest wielomian P(x) stopnia 2, o wspétczynnikach rzeczywistych, oraz liczba
naturalna n > 1. Udowodnié, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden wielomian Q(x) stopnia n,
spelniajgcy réwnanie P(Q(x)) = Q(P(x)) dla z € R.

764. Czy istnieja liczby naturalne a,b > 1, wzglednie pierwsze i takie, ze wzér rekurencyjny

n
T = a, Tpy1 =b+ | | Tl

k=1

generuje ciag x1,x2, 3, ..., ktérego wszystkie wyrazy sg liczbami ztozonymi?

763. Niech P(z) = ax? + bz +c¢ (a # 0). Przypusémy, ze dla ustalonej
liczby n > 1 istnieja dwa rézne wielomiany @1, Q2 stopnia n, spelniajace
podane réwnanie. Oznaczmy ich wspélezynniki wiodace przez A, As
(wiec Qi(z) = A;z™ +...); A1, Ay #0. Przyréwnujac wspélezynniki
wiodace po obu stronach réwnania P(Q;(z)) = Q;(P(z)), widzimy, ze
aAZ2 = A;a™ (dlai=1,2). Zatem A; =a" ! = A,. Stad wynika, ze réznica
R(z) = Q1(x) — Q2(z) jest niezerowym wieclomianem stopnia m < n.
Odejmujemy stronami réwnania Q,;(P(z)) = P(Qi(z)) (dlai=1,2)
i przeksztatcamy uzyskana rownosé:

Ql(P(x)) - Q2(P(95)) = G(Ql(l’)2 - Q2($)2) + b(Ql(fU) - Qz(l'));

R(P(;c)) = R(z) - (a@Q1(z) + aQ2(z) + b).

Tloczyn po prawej stronie jest wielomianem stopnia m + n; wielomian po lewej

stronie ma stopien 2m. To juz sprzeczno$é, skoro m < n; dwa rézne wielomiany
@1, Q2 stopnia n o podanej wlasnoéci istnie¢ nie moga.

764. Liczby a, b, o jakie pyta zadanie, istnieja; mozna znalezé wiele takich par.
Przyklad Autora (W. Bednarek): a =21, b=4. Wéwczas 1 =21, x2 =25,
i dalej (dla kazdego n):

Tpp1 =442 ... 2y,

Tn+2 = 4 +x1... Tp+1 = 4 + <1‘n+1 — 4)$n+1 = (I‘nJrl — 2)2
— jest to liczba zlozona (réznica w ostatnim nawiasie przekracza 1, bo ciag jest
rosnacy).
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