Otrzymalidémy macierz zawierajaca
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puste pola oraz pewne liczby. Tak L .| %
naprawde nie interesuje nas, jakie to

sa liczby, wiec mozemy kazda z nich k| *
zastapi¢ gwiazdka. n—=k

Czyli mamy diagram o wymiarach k£ na n — k.
Oznaczmy pojedynczy diagram przez A, a liczbe
gwiazdek w nim przez |\|. Zauwazmy, ze z diagramu A
mozemy ,odzyska¢” posta¢ macierzy, z ktorej powstat.
Kolumny z jedynkami wiodacymi wstawiamy w sposéb
jednoznaczny, podobnie jak zera po ich lewej stronie.
Natomiast gwiazdki mozemy zastapi¢ elementami
ciala F' na wszystkie mozliwe sposoby, ktorych jest
dokladnie ¢!
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I tak oto dochodzimy do wniosku, ze réznych
zredukowanych macierzy schodkowych, a wiec rowniez
podprzestrzeni k-wymiarowych przestrzeni n-wymiarowej

jest:
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gdzie zapis A C k X (n — k) oznacza, ze diagram \
,miesci” sie w macierzy o k wierszach i n — k kolumnach.
7 powyzszej formuly widaé ponadto, ze (Z)q wyraza

sie zawsze jako wielomian stopnia (n — k)k zmiennej ¢

o catkowitych dodatnich wspélczynnikach. To nie

byto od razu widoczne z formuly (x), gdyz na pozor
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wyznaczenie wartosci:

nie wydaje sie, aby wystepujacy tam utamek mogt
zosta¢ skrocony. Warto réwniez podkresli¢, ze réwnosé
pomiedzy prawymi stronami réwnan (x) i (xx) zachodzi
dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢; na mocy naszych
rozwazan jest bowiem prawdziwa dla dowolnego ¢
bedacego licznoscia pewnego ciala skonczonego

(w szczegdlnodei dla liczb pierwszych), a jesli funkeje
wymierne (tzn. ilorazy wielomianéw) przyjmuja te same
wartoéci dla nieskonczenie wielu argumentéw, to sa
réwne wszedzie tam, gdzie sa okreslone.

Pozostalo nam jeszcze policzy¢, ile jest réznych
diagraméw o |A| gwiazdkach. Jezeli przyjrzymy sie
doktadnie pojedynczemu diagramowi i obrécimy go

0 90°, to zobaczymy, ze w istocie jest on tym samym,

co tak zwany diagram Ferrersa (znany matematykom od
dawna i dokladnie zbadany).

Diagramy Ferrersa reprezentuja podzialy liczby naturalnej na
skonczong liczbe dodatnich sktadnikéw, przy czym ich kolejnos¢ jest

nieistotna. Zliczanie takich diagraméw jest réwnowazne zliczaniu
réznych podziatéw.

Fatwo policzyé¢, ile jest takich k

diagramoéw. Mozemy kazdy z nich
utozsamié z linia lamana stanowiaca

jego prawostronny obrys (na rysunku
diagram Ferrersa dlan =71k = 3). *
Zeby otrzymaé taka linie, ztozong

z n kresek, musimy wybraé¢ dokladnie

k miejsc, na ktérych postawimy kreski poziome,

a mozemy to zrobi¢ na (Z) sposobow. Dzigki temu, ze
policzylidmy, ile jest réznych diagraméw o mocy |A|,
mozemy ponownie stwierdzi¢ shusznosé interesujacej

nas zaleznosci; wystarczy zauwazy¢, ze dla ¢ = 1 prawa
strona (xx) jest liczbg wszystkich mozliwych diagraméw
Ferrersa, czyli wynosi (Z)

Jarostaw GORNICKI*

W 1911 roku Srinivasa Ramanujan (1887-1920) zaproponowal czytelnikom
Journal of the Indian Mathematical Society (JIMS 3 (1911), Question 289, p. 90)

(a) \/1+2\/1+3\/W, (b) \/6+2/7F 381

Poniewaz pytania te w 1911 r. nie doczekaly si¢ odpowiedzi, wigc Ramanujan
podal je w kolejnym tomie JIMS 4 (1912), p. 226. Zadania Ramanujana mozna
rozwiazaé prosto i elegancko.

a) Zauwazmy, ze
(a) ¥,

nn+2)=ny/1+n+1)(n+3), n=1,2,....
Niech f(n) =n(n+ 2), wtedy

fn)=ny/1+fn+1)=n/1+n+1)f(n+2)=...,

zatem

O innych wzorach Ramanujana pisaliSmy
w Afg.

n(n+2):n\/1+(n+1)\/1+(n+2)\/1+-~~.



Przyjmujac w tozsamosci (x):

Przyjmujac n = 1, mamy odpowiedz,

\/1+2\/1+3\/1+4W

(b) Dziala podobny trick: n(n +3) = ny/(n+5) + (n + 1)(n + 4). Niech
f(n) =n(n+ 3), wéwczas

fn)=ny/(n+5)+ f(n+1) =

:n\/(n+5)+(n+1)\/(n+6)+f(n+2):...,

wiec

n(n+3):n\/(n+5)+(n+1)\/(n+6)+(n+2)\/(n+7)—0—....

Przyjmujac n = 1, otrzymujemy

\/6+2\/7+3\/8+4\/9+...:4. m

Przypadek (a) stal si¢ trescia zadania 578 w ,,Klubie 44” (Delta 3/2009), a jego
wsilowe” rozwiazanie jest w Delcie 7/2009, patrz tez Delta 2/2010. Wezeéniej,

w 1966 r., pojawil sie on jako zadanie podczas The William Lowell Putnam
Competition.

Oczywiscie Ramanujan wiedzial wiecej, np. odkryl wzér

(x) x+n+ta= \/ax+(n+a)2+x\/a(x+n)+(n+a)2+($+n)ﬁ,
gdzie x, n, a sa liczbami nieujemnymi.

Dowdd. Poniewaz

t4+n+a=ax+ (n+a)?+z(x+2n+a),
wiec przyjmujac f(z) = x + n + a, otrzymujemy

x):\/ax+(n+a)2+z~f(x+n):

:\/ax+(n+a)2+x\/a(x+n)+(n+a)2+(x+n)'f(sc+2n):...

i w konsekwencji réwnosé (x). m

(v) z=y>0,n=1, a=0, mamy

(i) ==2,n=1, a=0, otrzymamy rozwiazanie
7 1+y 1+(1+y)\/1 + Q2+ yYVIit... =14y,

przypadku (a)

(i) = =2,n=1, a =1, otrzymamy rozwiazanie

przypadku (b),

w szczegdlnosei dla y = 1,

(iii) x =y 2 0, n =0, a = 1, mamy
1+ 1+2\/1+3\/1+...:

\/1+y+y\/1+y+yv1+y+...=1+y, (vi) z=2,n=0,a=+1+y— 1, mamy

w szczegolnosci dla y = 1,

(iv) z =y >0, n =a =0, mamy

w szczegdlnosei dla y = 2,

\/y+2\/y+2\/y+2 Vy+...=1+/1+y, gdziey >

Vi+dy -1

(vil) z=1,n=0,a= 5

, mamy

/ V1+4 1
Y Y ... =1, \/y+\/y+ y—}—vy%—...z%, dlay>0.

Takich wzoréw-schematow Ramanujan podal bardzo,
bardzo duzo. Moze niektére z nich warto poznaé

. . i zrozumieé¢, cho¢ Ramanujan nie widzial potrzeby ich
2\/2y/2v2... = V2-V2.92-... =2 uzasadniania, po prostu wiedzial, ze sa prawdziwe!
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