n=0,1,2,...;
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Rozwigzania zadain z numeru 4/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

759. Cigg nieskoriczony xg, 1, 22, ... jest okredlony wzorem rekurencyjnym x, 1 = 227%n (la
wyraz poczatkowy xg jest dowolng liczbg z przedziatu (3/2, 2). Wyznaczy¢ wszystkie
liczby, bedace granicami zbieznych podciagéw ciagu (xy,).

760. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych z, dla ktérych kazda
2z liczb x/2 Jrl‘*l/z oraz z1/3 +.’1:71/5 jest catkowita.

759. Ciag (z,) powstaje przez iterowanie funkcji

f(x) = 2272 ktéra bedziemy badaé na przedziale [1,2].

Poniewaz f maleje od wartosci f(1) = 2 do wartosci
f(2) =1, zatem odwzorowuje przedzial [1, 2] na siebie
i ma w tym przedziale doktadnie jeden punkt staly &
(tj. taki, ze f(&) = ¢&). Obrazem przedziatu (1,&) jest
przedzial (£,2), i na odwrét. Stad wniosek, ze wyrazy
ciggu (x,) o numerach parzystych naleza do jednego
z tych przedzialow, a te o nieparzystych — do drugiego.

Réwnosé f(€) = € przepisujemy jako €-2¢ = 4.
Funkcja 1 (t) = t-2 jest rosnaca; przy tym

P(1/In2) =e/In2 < 4, () =4, ¥(3/2) =32 > 4,
wobec czego

1 3
1 — —.
(1) 1n2<€<2

Poniewaz (z zalozenia) x¢ > 3/2, zatem
Loy, L2, L4y € (572)’ Zaé’ L1,X3, L5, € (17€)

Uzyjemy rachunku pochodnych. Oznaczmy (dla
krétkosei): ¢ = In2 i zauwazmy, ze [’ = —cf. Niech
g = fof. Wéwczas

g =(fof)f=-c(fof)(~cf)=cfyg

i dalej:

2)g"=c(fg+fd)=

=& ((~ef) g+ f-P frg) = fog-(~14cf).
Dla z € [1,£] mamy nieréwnosé f(z) > €& > 1/c
(por. (1)), wiec wyrazenie w nawiasie po prawej
stronie (2) ma w tych punktach warto$é dodatnia. To
znaczy, ze funkcja g jest $cisle wypukla w przedziale [1,€];
a poniewaz g(1) = 1, g(&) = &, zatem
(3) g(z) <z dla xe(1,§).
Ciag x1,x3, s, ... lezy w przedziale (1,¢) i jest
generowany rekurencyjnie wzorem x,42 = g(x,).
Nier6wno$é (3) pokazuje, ze jest to ciag malejacy,
i w konsekwencji zbiezny. Jego granica musi by¢
punktem statym funkcji g; jednak nie ma takiego punktu
w przedziale otwartym (1,¢) (nieréwnos$é (3)). W takim
razie granica tego ciagu musi by¢ liczba 1.

Funkcja ciggla f przeprowadza ten ciag na ciag rosnacy
Ta, T4, Tg, ..., KtOrego granica jest wobec tego liczba
f(1) = 2. To dowodzi, ze niezaleznie od wyboru wyrazu
poczatkowego xg € (£,2), ciag (z,) ma podciagi zbiezne
do dwéch réznych granic: 1 oraz 2 (i do zadnej innej,

bo dowolny podciag ma nieskonczenie wiele wspolnych
wyrazéw z jednym ze znalezionych podciagbéw, zbieznych
do 1 lub 2).

760. Przy oznaczeniach
a=az"2 4012,

mamy zwigzki: a? = r+271+2, b® =2 +271+3b, z ktérych wynika

(4)

tozsamosé

(5)

kwadratowego

(6)

t2—(*—2)t+1
istnieja (w R) gdy ¢ > 2; i sa woéwcezas dodatnie. Wyznaczamy je zwykla metoda,
podnosimy do trzeciej potegi, i dostajemy wniosek:

b=/ 4o 1/3

a® = (b+2)(b—1)2.

Gdy liczby a, b sa naturalne, czynnik b+ 2 musi by¢ kwadratem liczby
naturalnej; wicc b = ¢>—2 (¢ € N). Zgodnie z (4), jest to suma liczb 2'/3, z=1/3,
ktérych iloczyn wynosi 1. Zatem z'/3, 2~/ to pierwiastki tréjmianu

(zmiennej ¢ € R);

1 3
(7) xoraz x~ ' to liczby 3 (02 —24++/ct 7402) .

Rozumowanie mozna odwrdci¢. Dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2 okreslamy

wzorami (7) pare liczb rzeczywistych, wzajemnie odwrotnych: x oraz x~
ze znakiem plus w nawiasie, druga ze znakiem minus). Wéwczas x
pierwiastkami tréjmianu (6); ich suma wynosi ¢2 — 2. Liczby a, b, zdefiniowane
wzorami (4), spetniaja réwnosé (5); a poniewaz b= 2'/% 42713 = 2 -2,
zatem prawa strona wzoru (5) jest kwadratem liczby catkowitej, wiec liczba a
jest catkowita (liczba b oczywiscie tez).

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
753 (WT = 3,24) i 754 (WT = 1,22)
z numeru 1/2018

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin 37,31
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,72
Michal Miodek Warszawa 32,78
Michal Kozlik Gliwice 32,23
Krzysztof Kaminski Pabianice 31,60

21

! (jedna

/3 2=1/3 gy

Wzér (7), z parametrem ¢ = 2,3,4, ..., przedstawia ogdlna postaé liczb x € R
o rozwazanej w zadaniu wlasnosci.



