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Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2018
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

642 (WT = 2,2), 643 (WT = 2,2)

z numeru 9/2017

Marian Lupiezowiec Gliwice
Jacek Konieczny Poznan
Ryszard Wozniak Krakéw
Krzysztof Magiera  Losiéw
Karol Lukanowski  Niemcz
Tomasz Wietecha Tarnéw

38,33
29,80
28,77
28,70
23,89
22,30

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
745 (WT = 2,25) i 746 (WT = 1,75)

z numeru 9/2017

Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Adam Dzedzej Gdansk 43,22
Roksana Stowik Knuréw 41,91

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71

Zadania z matematyki nr 759, 760
Redaguje Marcin E. KUCZMA

759. Ciag nieskonczony zg, x1,Z2,... jest okreslony wzorem rekurencyjnym
Tppr =227% dlan=0,1,2,...; wyraz poczatkowy zo jest dowolng liczba

z przedzialu (3/2,2). Wyznaczy¢ wszystkie liczby, bedace granicami zbieznych
podciagéw ciagu (zp,).

760. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych x,
dla ktérych kazda z liczb #1/2 + 2712 oraz x'/3 4+ 27 /3 jest calkowita.

Zadanie 760 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 12/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

751. Trojkat rownoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnoleglymi do bokéw)
na n? tréjkatéw o boku 1 (tréjkatéw jednostkowych). Wierzcholkom powstalej siatki zostaty
przyporzadkowane rézne liczby rzeczywiste ((n 4 1)(n + 2)/2 réznych liczb). Tréjkat jednostkowy
nazwiemy zorientowanym dodatnio, jesli — idac wzdluz jego brzegu, w kierunku wzrastania liczb
przy wierzchotkach (tj. startujac od najmniejszej i idac przez srednia do najwiekszej) — mamy jego
wnetrze po lewej stronie. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza
wartoéé liczby tréojkatéw jednostkowych zorientowanych dodatnio.

752. Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich, ktérych $rednia arytmetyczna i $rednia
geometryczna réznig sie o 1.

751. Utworzona siatka sktada sie¢ z K = 3n(n + 1)/2 krawedzi i rozcina plaszczyzne
na T + 1 obszaréw: T = n? tréjkacikéw jednostkowych oraz sktadows nieograniczona,
nazywana oceanem. Kazda krawedz traktujemy jako odcinek skierowany, od korica,
oznaczonego liczba mniejsza, do konca, oznaczonego liczba wigksza. W poblizu kazdej
krawedzi kladziemy marker na obszarze, ktéry do niej przylega po stronie lewej
(wzgledem zwrotu strzalki).

Lacznie polozylismy K markeréw. Rysunek ilustruje sytuacje, gdy n =4 (wiec K = 30,
T = 16), wraz z przykladowym ponumerowaniem wierzchotkéw; kropki oznaczaja
markery; zacienione sg tréjkaciki zorientowane dodatnio (w sensie sprecyzowanym

w tresci zadania).

Na kazdym tréjkaciku zorientowanym dodatnio znalazty sie dwa markery;

na tréjkaciku zorientowanym ujemnie — jeden marker. Wiec jesli mamy D tréjkacikow
zorientowanych dodatnio, to w obrebie catego duzego tréjkata znalazlo sie

T + D markeréw. Pozostate, w liczbie K — 1" — D, sa na oceanie.

Kazdy marker na oceanie odpowiada krawedzi zorientowanej ujemnie wzgledem
wnetrza duzego trojkata — czyli takiej, ze obchodzac caly jego brzeg i majac jego
wnetrze po lewej stronie, idziemy niezgodnie ze zwrotem strzaltki (odnotowujemy
spadek wartosci przy wierzchotkach). Moze by¢ tylko jeden taki odcinek, moga
to tez byé wszystkie z wyjatkiem jednego (czyli 3n — 1). Dostajemy nieréwnosci
1< K —T— D <3n—1; po podstawieniu K = 3n(n 4+ 1)/2, T = n? i prostym
przeksztalceniu uzyskujemy dwustronne oszacowanie

n? —3n 42 <D< n2+3n72.
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Po obu stronach jest mozliwa realizacja rownosci: wystarczy oznaczy¢ wierzchotki
siatki, lezace na brzegu duzego trdjkata, liczbami tworzacymi ciag monotoniczny
(po wystartowaniu z dowolnie wybranego wierzcholka oraz ustaleniu kierunku
obchodzenia), z jedynym zakléceniem monotonicznosci przy zamknieciu cyklu. Liczby
po obu stronach napisanej nieréwnosci stanowia odpowiedz na pytanie postawione
w zadaniu. [Warto zauwazy¢, ze liczby, przyporzadkowane wierzchotkom wewnetrznym,
nie maja juz dla wartosci D zadnego znaczenia].

752. Niech a, b beda liczbami naturalnymi, spelniajacymi warunek

Vab+1 = (a+b)/2. Wymierny pierwiastek z liczby naturalnej jest liczba naturalng.
Zatem ab musi by¢ kwadratem liczby naturalnej. Oznaczajac przez d najwigkszy
wspolny dzielnik liczb a, b (tak, ze a = a'd, b=b'd; o, b’ wzglednie pierwsze)
widzimy, ze czynniki o/, b’ musza byé¢ kwadratami: a = z%d, b= y3d (z, y naturalne).
Badane réwnanie przybiera postaé¢ dxy + 1 = (de + ygd)/2; po przeksztalceniu:

d(xz —y)? = 2. Stad wniosek, ze d =2, |z —y|=1.

Uzyskalidmy odpowiedz: liczby a, b to podwojone kwadraty dwéch kolejnych liczb
naturalnych. Proste sprawdzenie pokazuje, ze kazda taka para spetlnia wymagany
warunek.
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