Zadania z matematyki nr 755, 756

Redaguje Marcin E. KUCZMA
' — 4 4 755. Niech P(z) bedzie takim wielomianem o wspolczynnikach rzeczywistych, ze
L

P(z)+ P"(z) >2P'(x) dla zeR.
Dowiesé, ze P(xz) > 0 dla x € R.

756. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wykazaé, ze dla kazdego uktadu
Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2018

dodatnich liczb catkowitych aq, ..., a, zachodzi nieréwnosé
NWD(aq,...,a,) - NWW(ay,...,a,) <ay-...-ay.
Scharakteryzowaé (dla ustalonego n) te uklady ay,...,a, (dodatnich liczb

calkowitych), dla ktérych napisana nieréwnosé staje sie réwnoscia.
Zadanie 756 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadai z numeru 10/2017

Przypominamy tres¢ zadan: Wystarczy teraz przesumowac te zwiazki po

747. Funkcja f, o wartosciach rzeczywistych, jest okreslona, wypukla n= 1; ey N:

i rézniczkowalna na zbiorze wszystkich liczb dodatnich; przy tym 1 1

[f'(n?)] > 1/n? dlan=1,2,3,.... Udowodnié, ze funkcja f jest f‘(NQ) _ f(()) <—(1+ =+ + —
nieograniczona. = 2 e N ’

748. Czy mozna w pola tablicy o rozmiarach 8 x 8 wpisa¢ liczby Wyrazenie W nawiasie pI‘Zybiera wartos$ci dowolnie

—1, 0, 1 (w kazde pole jedna liczbe) tak, by sumy liczb w wierszach ielki t funkci f fest ( . dk )
oraz sumy liczb w kolumnach utworzyty uktad 16 réznych wartosci? wielkie, zatem funkcja j jest (w rozwazalyn przypadku
Czy odpowiedZ zmieni si¢, gdy bedziemy rozwazali tablice 14 x 14 nieograniczona 7 dotu.

(i wymagali 28 réznych wartosci)?
748. Macierz (tabelke) o wymaganej wlasnosci, rozmiaru
747. Z wypukloéci funkcji f wynika, ze dla kazdej pary 71 X n, mozna utworzy¢ dla kazdej liczby parzystej n

liczb dodatnich g, 2 zachodzi nieréwnosé (wiec i dla 8, i dla 14). Przyktadowa konstrukcja:

/
1) f(@) = f(zo) + f'(zo)(z — wo)- Niech n = 2m i niech J oznacza macierz m x m, ztozona
Jesli f'(z¢) > 0 w jakimkolwiek punkcie z¢, to prawa z samych jedynek, zas K — macierz m x m, majaca
strona (1) przedstawia funkcj¢ nieograniczong z géry jedynki na gtéwnej przekatnej i nad nia, a ponizej
I mamy teze. przekatnej zera. Tworzymy macierz M rozmiaru n X n
Dalej zakladamy, ze f' < 0 (na calym przedziale (0, 00)). (0 wyrazach —1,0,1):

Warunek dany w zatozeniach méwi wiec, ze dla

kazdej liczby calkowitej n > 1 mamy f'(n?) < —1/n?.
W nieréwnoéci (1) podstawiamy xp =n?, z = (n—1)2,
i otrzymujemy

(postaé blokowa).

w[5 )

—-J K-J
Nietrudno sprawdzié, ze sumy liczb w kolejnych
kolumnach macierzy M tworza ciag rosnacy wszystkich

f((n - 1)2) = f(nQ) + f/(n2)(_2" +1); liczb catkowitych od —m+1 do m, natomiast sumy liczb
stad w kolejnych wierszach tworza ciag malejacy wszystkich
f(n2) . f((n _ 1)2) < f (n2)(2n ~1)< liczb catkowitych od 2m do —2m+1, z pominigciem tych
1 1 uzyskanych juz jako sumy kolumn. Macierz M ma wiec
< (*ﬁ) (2n—1) < - zadang wlasnosé.
* kK

Liga matematyczna zyje pelnia zycia. Zamykamy jej trzydziesty szésty

sezon. Pojawilo sie w niej 766 uczestnikéw. Najstarszy (stazem) wystartowal
przed trzydziestu szesciu laty, wraz ze startem ligi. Lider zaliczyt

18 czterdziestoczteropunktowych rund; wiceliderzy — po 13. Lider tacznej
(nieoficjalnej) klasyfikacji M+F: 11 + 12 (!). Wszyscy oni wciaz w $wietnej formie.

Liga zyje. Nie wszyscy jej uczestnicy zyja. Chwila smutnej zadumy nad tymi,
ktorzy odeszli. . .
k % *

Teraz wybrane zadania (w skrétowym oméwieniu). Wyjasnienie skrétéw:
WT — wspétezynnik trudnosci; LPR — liczba poprawnych rozwiazan.

Zadanie 727. [Trojkat foremny (bok n > 2) podzielony na n? tréjkacikéw;
wierzcholki siatki biale/czarne. Ruch: zmiana koloru punktéw na prostej
zawierajacej bok jakiegos$ trojkacika. Mozna od stanu: wszystkie biate dojéc

do stanu: dokladnie jeden czarny?] (WT=3,22; LPR=4). Jest to mozliwe dla

n = 2, 3, niemozliwe dla n > 4. Argumentacje z rozwiazania firmowego (przez
analize sytuacji na wybranych sze$ciokatach o boku 1) przedstawili Piotr Kumor
i Janusz Olszewski. Dwa pozostale dobre rozwiazania (Szymon Kitowski
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej i Adam Dzedzej) byly oparte na formalnych rachunkach w z§ i prowadzilty do

Klub 44 M tezy poprzez wykazanie, ze jesli zostaje jedyny punkt czarny, to musi on byé¢ albo
po zakonczeniu sezonu

(roku szkolnego) 2016/17 srodkiem wyjsciowego tréjkata, albo srodkiem jego boku. Byly ponadto préby
Marcin Kasperski 34383 dowod()wl indukcyjny(.:.‘t%7 jednalf z .problerr,lfzm logicznym: przy mecl.l,al.licznym
Adam Dzedzej ~ 24322 stosowaniu przestanki indukcyjnej (do tréjkata zanurzonego w wyjsciowym)
Efalf;‘;aei*gwgzkorski - }*gé’gi zmienia si¢ zbiér ruchéw zabronionych — chodzi o proste przechodzace przez

7 . - - 5 . . .
Marek Gatecki ~ 537,76 doktadnie jeden wierzcholek.
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Krzysztof Maziarz - 37,45 Zadanie 731. [f R \ {0} — R \ {0}, f(wyf(;r + y)) = f(.CU) + f(y) = f= 7]
Michal Kozlik -~ 30,59 _a 1a. _ . 7 . Jo ]
Mt Miodek T 2 a030 (WT.—S,IS, LPR=5 (77)). Wychodzi f(m) = 1/x. Dobre rozwigzania .(Jal? fl.rmowe).
Krzysztof Kamiiski — —  2-28,37 J. Cisto, M. Malogrosz, J. Olszewski, M. Spychata; za$ z niewielkimi
Marek Spychala 2-27,55 usterkami — R. Borkowski (czy f jest ,na”?), J. Wegrecki (zero pojawia si¢
Pawel Najman - 727,41 . . .. . ..
Piotr Kumor ~ 13-24,90 w przeciwdziedzinie). Z. Skalik rozpoznal zadanie jako pochodzace z konkursu
gar“fgiejhpawlik T 337?8 Nordic Math. Competition.
awel Duc! s

g?i‘fsfi:i\g:ii“ha B 11:33@; Zadanie 735. [0 < a < 1; sup{a'®® 4+ a“®*: a € (0,7/2)} =7] (WT=2,82;
§>awe1 Ii;bit ] - 67?212;1 LPR=5 (67)). Wszyscy rozp(oc)zynali od 11)/ozbycia si% sz()lnej LHtrygonometrii”:
anusz Wojta - , chodzi o kres gérny funkcji f(z) = a® +a*/* po z € (0,00); rOwnowaznie:
Jedrzej Biedrzycki  — 17,62 ; . - . -
Jﬁkfﬁ"wégmrfﬁf ! _ 16.27 po z € (0,1] (bowiem f(z) = f(1/z)). Dalej — mniej lub bardziej zgrabnie —
iZy;wr{ Iéitowiki - 15’23 rachunkiem rézniczkowym. Kandydatem na wartosé¢ sup f jest wieksza z liczb
G Berek 12:78 f(1) = 2a oraz lim,_,¢ f(z) = 1. Wystarczy wykazaé, ze f(x) nie przekracza tej
Legenda (przykladowo): stan konta wartosci, gdy = € (0,1). Janusz Olszewski — krociutko: jesli punkt ¢ € (0,1)
6-20,54 oznacza, ze uczestnik juz jest taki, ze f'(c) = 0, wéwezas a'/¢ = c?a®; a poniewaz 2° — ¢ > 1 (co wynika

szesciokrotnie zdobyt 44 punkty,

. 7 . .. t 2 .
a w kolejnej (siédmej) rundzie ma 20,54 4 WkIQS}OSCI funkCJl 2 —t"w [07 1])7 zatem

punktw. , , 1 egdy0O<a<1/2
Zestawienie obejmuje wszystkich f(c) = ac(l + 02) <a®-2° < / ’
uczestnikéw ligi, ktoérzy spelniaja 2a gdy 1/2 <a<l,
nastepujace dwa warunki: i gotowe! Autorzy dobrych rozwigzan: W. Bednarek, P. Kumor, J. Olszewski

— stan ich konta (w aktualnie . . A .
wykonywanej rundzie) wynosi co najmnicj (drugi sposéb), M. Spychata, T. Wietecha oraz (z mala luka) J. Cislo.

14 punktéw;
— przyslali rozwigzanie co najmniej Zadanie 737. [Pigciokat ABCDE wpisany w okrag; F' = BC N AD, EF styczna
Jliing(%‘l’;adama z rocznika 2015, 2016 do okregu; druga réwnolegta styczna przecina FA, EB, EC, ED w punktach
Nie drukujemy wiee nazwisk tych K,L,M,N = |KL| = |MN|] (WT=2,89; LPR=6). Kilka ladnych metod. Jakub
uczestnikéw, ktorzy rozstali sic z liga tray  Wegrecki: wystarczy pokazaé, ze srodkowe (z E) w tréjkatach ELM i EKN
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli : s : ~ : ~
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié¢ do po/kwaa‘]% sig; a 10 sg Symedlany w AECB ( AELM) i AEDA ( AEKN)
naszych matematycznych lamigléwek, Jesli styczne w punktach A, D przecinaja sie w X, a styczne w punktach B, C
Jego nazwisko automatycznie wréci na przecinaja sie w Z, wéwczas owe symediany to EZ oraz EX; za$ wspéliniowosé
liste. Serdecznie zapraszamy! A . . . .
X, E, Z wynika stad, ze punkt F' lezy na biegunowej AD punktu X oraz na
biegunowej BC' punktu Z, wiec (przez dualno$é) X i Z leza na biegunowej
punktu F'; a ona przechodzi przez E.

Podobne rozumowanie z uzyciem symedian przeprowadzil Janusz
Olszewski, ktory ponadto przedstawil rozwiazanie firmowe

oraz jeszcze trzeci dowdd, chyba najcelniej ukazujacy istote
zadania: jesli biegunowa EG punktu F przecina proste K N

i AD w punktach S i T, to punkty F,T, A, D tworza czwérke
harmoniczna — wige punkty Fioo, S, K, N tez (Fy to ,punkt
przeciecia” EF i KN, czyli punkt w nieskoniczonosci); a to
znaczy, ze S jest $rodkiem KN — oraz, przez analogie, takze
srodkiem LM teza.

Rozwiazania zblizone do firmowego podali takze Marek
Spychala oraz (z pomoca inwersji wzgledem E) Adam Dzedzej.
Rozwiazania rachunkowe: Jerzy Cisto i Pawel Najman.

Zadanie 739. [f: R = R; |f(z) — f(y)| < |z —y|; V2 e R: (x, f(z), f(f(x)),...)
ciag arytmetyczny; f =7] (WT=1,55; LPR=9). OdpowiedZ: f(z) = = + const.
Zadanie nietrudne, sporo dobrych rozwiazan, wigkszosé jak firmowe.

Inne rozumowanie przedstawit Tomasz Wietecha, uzyskujac bardzo

znaczne wzmocnienie rezultatu: Jesli f: R — R jest funkcjq cigglqg oraz

Ve e R: (z, f(x), f(f(x))) jest tréjwyrazowym ciggiem arytmetycznym, to funkcja
g(z) = f(x) — x jest stala.

Dowdd: zalozeniem jest réwnanie funkcyjne = + f(f(x)) = 2f(z); nietrudno
z niego wynika, ze f jest bijekcja R na R; réwnanie przepisuje sie jako
f(x) + f~1(x) = 2; zatem f jest rosnaca oraz f~!(z) = x — g(z), co po oblozeniu
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
. Galecki (5), J. Uryga (4),
Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
Kumor (13), P. Gadziniski (7),
Jedziniak, J. Olszewski (18),
Skrzypek (4), H. Kornacki,
Wietecha (11), T. Jézefczyk,
Witkowski (5), W. Bednorz,

Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cisto (13), W. Bednarek (7),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna,
T. Tkocz, Z. Skalik
(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, A. Dzedzej,

J. Fiett, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, G. Karpowicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

M. Malogrosz, J. Malopolski, J. Mikuta,
M. Miodek, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

S. Solecki, M. Spychata, T. Warszawski,
G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, P. Duch, P. Figurny,
M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. Jézwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

‘W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikula,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, R. Stowik, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymeczyk, W. Tobi$, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
Z. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.

WERERTAARE

NIE
JesT
ZLE

obu stron funkcja f i krétkim przeksztatceniu daje rownanie dla funkeji g:

(1) g(x —g(x)) =g(z) dla zeR.
Stad przez indukcje
(2) gz —ng(x)) =g(x) dla xeR, n=0,1,2,3,...

Przypus$émy, ze g # const; wowcezas (dzigki ciaglosci) mozna znalezé takie
liczby a,b € R, ze wartosci u = g(a), v = g(b) sa niezerowe, niewspdtmierne

i jednakowego znaku. Przyjmijmy, ze u < v (przypadek u > v jest analogiczny);
wezmy przedzial (b —a,b — a + v —u). Dla pewnych m,n € N liczba nv — mu
wpada do tego przedzialu; to daje nieréwnos$é¢ podwéjna

(3) b—nv<a—mu<b—nv+ (v—u).

Funkcja f(z) =« + g(x) jest rosnaca, wiec z lewej nieréwnosci (3) wynika, ze
(4) g(b—nv) — gla —mu) < a—mu— b+ nv;

teraz zwiazek (2) pokazuje, ze lewa strona (4) ma warto$é v — u; za$ z prawej
nieréwnosci (3) widaé, ze prawa strona (4) na warto$¢ mniejsza. To oczekiwana
sprzeczno$é. Ciekawe réwnanie funkcyjne, efektowny dowdd!

Zadanie 740. [F(z,y,z) = yziﬁ + sz’mz + mziyz; zy,z>0c+y+2z=1;
inf F =7] (WT=2,72; LPR=4 (57)). Niewielka liczba przystanych prac byta
zaskoczeniem — ta funkcja wyglada tak prosto... no i rzeczywiscie, wynik

(inf F' = 4) mozna bylo uzyskaé na wiele sposobéw. Firmowe rozwigzanie

(autor: Witold Bednarek) bylo ladnym zastosowaniem nieréwnosci Jensena

— tak nie rozumowatl jednak nikt. Janusz Olszewski, swoim zwyczajem,
zaprezentowal dwa sposoby: jeden to $rednie, geometryczna i harmoniczna, liczb
1, ﬁ (i pozostalych dwdch takich par), skombinowane z nieréwnoscia CS
(Cauchy—Schwarz); a drugi — to znéw CS (jak (5) — nizej) i dokoniczenie przy
uzyciu nieréwnoéci Schura Y x3 + 3vyz > > wy(v+y) w rozwinieciu (z +y + 2)3;
ten drugi sposéb znalazt réwniez Mikotaj Pater (dowodzac oszacowania F > 4,
jednak bez uzasadnienia, ze 4 to kres dolny). Tomasz Wietecha uzyl rachunku
rézniczkowego w R? (minimizacja przy warunku a +y + z = 1); za$ Pawel Kubit
znalazl zadanie w sieci.

Prosta postaé funkcji F' wrecz zapraszata do uogdlnienri; najbardziej oczywiste
to funkcja symetryczna zmiennych zq,...,x, > 0, z ktérych co najmniej dwie
sa dodatnie. Piotr Kumor pokazal, ze i wéwczas liczba 4 jest kresem dolnym

wyrazenia n n n
Lk S22 2
F, = x — dzie r* = x
= (X ) (S rtg) s =Yoot
k=1 k=1 k=1
(dla n = 3 to nasze zadanie); a dowdd zadziwia prostota:
n

n 2 2\ 2
Tk 2.73k>
5 F, > ) ey,
( ) n (; /7"2 o mi) <kz:; 7“2
pierwsza z nieréwnosci (5) to CS dla ciagéw (/zi/(r2 — 22) ), (Vg ); w drugie]

nieréwnosci (5) kazdy kolejny skladnik sumy w lewym nawiasie jest niemniejszy
niz odpowiedni sktadnik w prawym nawiasie (co si¢ prosto sprowadza do

23 (222 —r?)? > 0); stad réwniez widaé, ze (5) staje sie réwnoscia jedynie, gdy
dwie zmienne sa dodatnie i réwne, a pozostale sa zerami.

Autor tej pracy zasygnalizowal takze mozliwosé uogélnienia na sumy cykliczne
(n zmiennych), tworzone podobnie jak w problemie Shapiro:

. B ) n n mk
X(n): = acl,..l.r,len>0 (Z Ik) (Z xi_,’_l + x%_ﬂ)'

k=1 k=1
Przyjmujac dodatkowo oznaczenia

n {EQ n T
. . k
Q(n): = inf . E -k —, Sn): = inf E _
T1geees T > P Thyq +xk+2 11,--.,zn>0k:1 Tpt1 + Trgo

wykazal, ze /X (n) > Q(n) > S(n) — co w polaczeniu ze znanymi faktami
o ciagu S(n) (http://mathworld.wolfram.com/ShapirosCyclicSumConstant.html)
daje jakas informacje o ciagu X (n) — oraz postawil hipoteze, ze

v/ X(n) =Q(n) = [n/2] dla wszystkich n > 3.
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Zadanie 742. [p = 4k + 1 liczba pierwsza =
Js,me€Z: 0<s<p, sp—[/sp|* =m? (WI=1,55;
LPR=9). Rozwiazanie firmowe (w ktérym Czytelnicy
niechybnie dostrzegli literéwke: brak symbolu | |

w przedostatnim zdaniu) bylo oparte na twierdzeniu
Fermata (przedstawienie p = a2 + b?) i pokazywalo,

ze mozna wrecz uzyskaé¢ m = 1. Marcin Kasperski

i Tomasz Wietecha zauwazyli, ze do uzyskania tej
tezy wystarczy wlasno$¢ nieco prostsza niz twierdzenie
Fermata: —1 jest reszta kwadratowa (mod p); piszemy
2+ 1=sp, t€{l,...,p—1}; liczba s (wraz z m = 1)
spelnia wowczas zadane warunki.

Natomiast uzywajac twierdzenia Fermata (p = a2 + b?),
kilku uczestnikéw znalazto rozwiazanie s = p — 2a + 1,
m = b; dla takich liczb zachodzi bowiem réwnosé

sp= (p—a)? +b?, z ktérej latwo wynikaja wymagane
wlasnosci (oczywiscie zamieniajac a i b, dostaniemy
kolejne rozwiazanie).

Niebo w lutym

Jeden z uczestnikéw postawil pytanie (motywowane probami
numerycznymi), czy nie wystarczy ogranicza¢ poszukiwan
do wartosci s < 5. Ot6z nie; na przyktad dla p = 1237
najmniejszy czynnik s, dla ktérego sp — [ /sp |? jest
kwadratem, to s = 10.

Zadanie 744. [k € N, k > 1; M C N;

Vm,n € M: mn < k}m—n|= |M|<2k—1; czy
Vk>13M(w.), |M|=2k—17 (WT=2,74; LPR=5).

M. Miodek, J. Olszewski, M. Spychata, T. Wietecha —
bez zastrzezen; J. Cislo: bezbledny dowdd pierwszej tezy oraz
prawidlowa odpowiedZ na konicowe pytanie (nie dla wszystkich k
istnieje taki M; kontrprzyklad np. dla k = 9) — uzasadnienie
przez algorytm wrzucania do M kolejnych najmniejszych
mozliwych liczb, bez wyraznego uzasadnienia (zreszta
nietrudnego), ze jesli ten algorytm wymusza |M| < 2k — 1,

to kazdy inny tez. Jeszcze kilka prac z dobrym dowodem

w pierwszej czedci, ale bez poprawnego rozwiazania w drugiej.

Za rok — kolejne oméwienie wybranych zadan.

Zima jest wlasnie na potmetku i okres roku z najkrotszymi dniami

i najdtuzszymi nocami juz minal. Stonce wedruje szybko na poélnoc, zwiekszajac
swoja wysoko§¢ w potudnie o prawie 10°, stad w trakcie miesiaca dnia przybywa
o prawie dwie godziny. W lutym Slonce przejdzie z gwiazdozbioru Koziorozca
do gwiazdozbioru Wodnika, w ktérym znajduje sie planeta Neptun, w zwiazku
z czym mozna ja obserwowaé tylko na poczatku miesiaca, lecz obserwacje sa
trudne, gdyz zanim zrobi si¢ wystarczajaco ciemno, planeta zblizy si¢ mocno
do linii widnokregu. Neptun spotka sie ze Stonicem 4 marca, a potem przejdzie

@

Rozwigzanie zadania M 1556.

Do rozwiagzania zadania wystarczy
wykazaé, ze X KPL = 30°, gdyz
czworokat ABCD jest polowa szesciokata
foremnego wpisanego w okrag w, a zatem
krétszy tuk BC stanowi % tego okregu.
Réwnowaznie wystarczy dowiesé, ze

¥AKB+ ¥DLC = 30°.
Wobec réwnosci ¥x BAK = xCDL = 150°
powyzszy warunek jest réwnowazny
podobienstwu tréjkatéw ABK i DCL.

Oznaczmy przez O $rodek okregu
opisanego na okregu w. Poniewaz
XAKO = xEKO oraz xDLO = XELO,
wiec

¥KOL =180° — ¥OKL — ¥xOLK =

XAKL+ ¥DLK

=180° 90°.

na niebo poranne. Ale ze wzgledu na mate nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu na przetomie zimy i wiosny planeta pozostanie niewidoczna z duzych
péinocnych szerokosci geograficznych do drugiej potowy czerwca. W lutym blask
Neptuna wyniesie +8".

W przeciwienstwie do nieba porannego na niebie wieczornym ekliptyka o tej
porze roku jest nachylona pod duzym katem. Dlatego kreslaca swoja petle

na niebie nieco ponad 40° na péinocny wschéd od Neptuna planeta Uran

jest nadal dobrze widoczna. Uran spotka sie ze Stoicem w drugiej potowie
kwietnia, a w lutym Stoncu braknie do niego jeszcze okoto 60° i na poczatku
nocy astronomicznej (ok. 18:30 na poczatku miesiaca i ok. 19:15 pod jego koniec)
planeta zajmie pozycje na wysokosci odpowiednio ponad 40 i 20 stopni nad
zachodnim widnokregiem. 20 lutego z Uranem spotka si¢ Ksiezyc w fazie 22%.
W trakcie miesiaca jasno$é¢ Urana spadnie z +5,8 do +5,9™. W lutym planeta
utworzy prawie idealny prostokat z gwiazdami o, v i v Psc, przy czym Uran
zajmie polnocno-zachodni rog tej figury. Krétko po koniunkcji ze Stoncem

pod koniec kwietnia planeta przejdzie do gwiazdozbioru Barana. Po opozycji,
przypadajacej w tym roku 24 pazdziernika, Uran odwiedzi jeszcze gwiazdozbior
Ryb, w ktérym spedzi koniec tego i poczatek przysztego roku, ale juz w lutym
2019 r. planeta wejdzie do Barana na dtuzej i spedzi tam kolejnych 6 lat.

Z blizej nas krazacych planet Ukladu Stonecznego tylko planety zewnetrzne
sa widoczne do$é dobrze, wszystkie w drugiej polowie nocy. Najlepsze warunki

2 obserwacyjne sa dla Jowisza, bedacego 3 miesiace przed opozycja i wschodzacego

Skoro E jest spodkiem wysokoéci
poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego w tréjkacie OK L, to
EK - EL = OE?. W polaczeniu
z réwnosciami EK = AK, EL = DL oraz
OFE = AB = DC|, uzyskujemy

DC
AB DL’
Tym samym, wobec xBAK = xCDL,
otrzymujemy podobienstwo trojkatéw
ABK i DCL, ktére jest réwnoznaczne
z tezg zadania.

AK DL =AB-DC, czyli

fazie 45%.
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wciaz grubo po péinocy, wedrujacego przez srodek gwiazdozbioru Wagi. Przez
caly luty planeta porusza sie ruchem prostym, zmieni ten kierunek dopiero

na poczatku marca i do konca miesigca zwiekszy dystans do gwiazdy Zuben
Elgenubi do prawie 8°. W lutym blask Jowisza zwigkszy sie z —2 do —2,1™, za$
jego tarcza uroénie z 36 do 39”. Ksiezyc spotka sie z Jowiszem 8 lutego, przy

Drugi na niebosklonie pojawia si¢ Mars, wschodzacy przed godzina 3. Czerwona
Planeta zacznie miesiac od spotkania ze Swiecaca blaskiem 42,5 gwiazda



