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Gromadne mijanie ,,44” zapowiada sie

niebawem. . .

Zadania z matematyki nr 747, 748
Redaguje Marcin E. KUCZMA

747. Funkcja f, o wartosciach rzeczywistych, jest okre$lona, wypukita
i rézniczkowalna na zbiorze wszystkich liczb dodatnich; przy tym |f/(n?)| > 1/n?
dlan=1,23,.... Udowodni¢, ze funkcja f jest nieograniczona.

748. Czy mozna w pola tablicy o rozmiarach 8 x 8 wpisa¢ liczby —1, 0, 1

(w kazde pole jedna liczbe) tak, by sumy liczb w wierszach oraz sumy liczb

w kolumnach utworzyty uktad 16 réznych wartosci? Czy odpowiedz zmieni sie,
gdy bedziemy rozwazali tablice 14 x 14 (i wymagali 28 réznych wartosci)?

Zadanie 748 zaproponowal pan Piotr Wisniewski z Warszawy
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2017

Przypominamy tres¢ zadan:
743. W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy dziatanie: =0y = (z/y) + (y/x).
Niech a, b, ¢, d beda liczbami, spelniajacymi réwnanie

(adb) + (b0c) + (c&d) + (dQa) = (ae) + (b0d) + ((ac)P(bd)) + 2.

Czy a, b, ¢, d moga by¢ czterema réznymi liczbami? Czy moga by¢ wérdd nich trzy rézne liczby?

744. Dana jest liczba calkowita k& > 2. Niech M bedzie takim zbiorem dodatnich liczb calkowitych,
ze dla kazdej pary réznych liczb m,n € M zachodzi nieréwno$é¢ mn < k72|m —n|. Wykazaé, ze
zbiorze M jest nie wiecej niz 2k — 1 liczb. Czy dla kazdej liczby k > 2 istnieje (2k—1)-elementowy
zbiér M o podanej wtasnosci?
743. Niech L(a,b,c,d) oznacza lewa strone podanego réwnania, pomnozona
przez abed, i niech P(a,b, ¢, d) oznacza prawg strong tego réwnania, pomnozona
przez abed. Sa to wielomiany czterech zmiennych, jednorodne, czwartego stopnia.
Skontrolujmy ich wartosci, gdy np. ¢ = d:
a?+v* b2+ P a’+¢c? 5
+ +24 abc® =
ab be ac
= (a® +b*)c® 4 (b% + *)ac + 2abc* + (a* + ¢*)be;

<(l2+62 +b2+02 a202+b262

L(a7 b? c7 C)

P(a,b,c,c) =
(2,5, ¢,¢) ac be abc?
= (a® + )b+ (b* + ?)ac+ (a*c® + b*?) + 2abc?;
te wartosci sa réwne. To znaczy, ze wielomian F' = P — L dzieli sie przez
dwumian (¢ — d). Analogicznie (wobec niezmienniczosci przy cyklicznym
przesunieciu zmiennych) dzieli sie przez dwumiany (d — a), (a —b), (b — ¢). Stad
wniosek, ze dzieli sie przez iloczyn tych dwumianéw, a iloraz jest pewna stala.
Biorac dowolne rézne liczby a, b, ¢, d, stwierdzamy, ze ta stata to 1. Tak wiec

F(a,b,c,d) = (a—0b)(b—c)(c—d)(d—a)
(oczywiscie mozna bylo te tozsamoséé sprawdzi¢ wprost, podstawiajac wyrazenie
okreflajace rozwazane dzialanie, przenoszac wszystko na jedna strone
i pracowicie przeksztalcajac).

+ 2) abc® =

Dane w zadaniu réwnanie F(a,b,c,d) = 0 nie jest spelnione dla zadnej czwérki
réznych liczb a, b, ¢, d, jest zas spelnione dla wielu czwérek utworzonych z trzech
réznych liczb (z jednym powtérzeniem).

744. Podany warunek przepisujemy réwnowaznie Odpowiedz na drugie pytanie z zadania jest przeczaca:
jako [m~! —n~! > k~2. Niech K bedzie zbiorem na przyktad dla £ = 9 nie istnieje 17-elementowy
odwrotnoéci wszystkich liczb za zbioru M. Dowolne dwa  zbiér M o podanej wlasnoéci. Jak w przypadku ogdlnym,

elementy zbioru K sa wiec oddalone o co najmniej 1/k%. zauwazamy, ze w kazdym z przedziatéw (0, é], (8—11, %],

Zatem w kazdym sposréd k przedzialéw (&, 2] moze by¢ tylko jeden element zbioru K. Dalej,
(0 1} (1 2 ] (2 3 ] <k -1 k } odwrotnoéci liczb naturalnych, lezace w przedziale (- 575 é]

T2 k2 k2| k27 k2|’ ’ k2 k2 rozbijamy na pie¢ podzbioréw:

moze by¢ co najwyzej jeden element zbioru K. Pozostale {%,. .-,%} {%,-- ) 16} {15, 11 13} {127 11} {10, 9}

liczby dodatnie tworza przedzial (1/k,00), w ktérym sa  — kazdy z nich ma $rednice mniejsza niz g, wiec zawiera

jedynie odwrotnosci liczb naturalnych 1,2,...,k—1. To  co navayzeJ Jeden element zbioru K. No i zostaja jeszcze

pokazuje, ze zbiér K (wiec i zbiér M) moze liczyé¢ co utamki 3 7, ..., 3, 1. Licznoé¢ zbioru K (wiec i M) nie

najwyzej 2k — 1 elementow.

przekracza 3 4 5 + 8, czyli 16.
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