Klub 44

®

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
735 (WT = 2,82) 1 736 (WT = 2,08)

z numeru 2/2017

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadanias:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 745, 746
Redaguje Marcin E. KUCZMA

745. Na obwodzie trojkata ABC' leza cztery rézne punkty K, L, P, Q:
punkty K, L na boku AB, punkty P i @ odpowiednio na bokach BC' i CA;
przy tym odcinki AP, BQ, CK i CL maja jednakowa dlugo$¢. Udowodnié,
ze Srodki tych czterech odcinkéw leza na jednym okregu.

746. Dana jest liczba naturalna k > 2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb
naturalnych (a,), ktérego zaden wyraz ani zadna suma skoriczenie wielu jego
wyrazdw nie jest k-ta potega liczby naturalnej, a przy tym ciag (\/@ ) jest
ograniczony?

Zadanie 746 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.
Rozwigzania zadain z matematyki z numeru 5/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

741. Niech W bedzie wielo$cianem wypuklym, srodkowo-symetrycznym, i niech 7 bedzie ustalona
plaszczyzna, przechodzaca przez srodek symetrii. Przekrdj wieloscianu W plaszczyznag 7 jest zawarty
w kole o promieniu r. Udowodni¢, ze przekrdj wieloécianu W kazdg plaszczyzng, réwnolegla do ,
lub podaé przyktad, pokazujacy nieprawdziwosé takiego

742. Niech p bedzie liczbg pierwszg postaci p = 4k + 1. Dowies¢, ze istnieje liczba catkowita
dodatnia s, mniejsza od p, dla ktorej réznica sp — L‘/SI‘)JQ jest kwadratem liczby catkowitej

Patryk Jasniewski Gdansk 40,94

Marcin Malogrosz Warszawa 40,86

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71 jest zawarty w pewnym kole o promieniu r
Roksana Stowik Knuréw 39,15 Js&vi(‘?dzcniﬁ L Y p

Adam Dzedzej Gdansk 39,12 ) o

Jerzy Cisto Wroctaw 37,87

Krzysztof Maziarz Krakéw 37,45

Marcin Kasperski Warszawa 36,46 dodatniej.

Janusz Olszewski Warszawa 35,05

741. Banalny kontrprzyktad: szedcian (o krawedzi a). Wezmy jego dwa
przeciwlegle wierzchotki A, B (konice przekatnej dtugoéci ay/3 ). Plaszczyzna
m 1 AB, przechodzaca przez srodek O, tworzy w przecieciu z szeScianem
szesciokat foremny, ktérego wierzchotkami sa srodki niektérych krawedzi
szeScianu, lezace w odlegloéci r = %a 2 od $rodka O.

Przekréj szedcianu plaszczyzng «’ ||, przechodzaca przez trzy wierzcholki
(potaczone krawedziami np. z punktem A) jest tréjkatem foremnym o boku av/2.
Najmniejsze kolo, zawierajace 6w trojkat, ma promien R = %a\/é > 7.

742. Liczba pierwsza p = 4k + 1 jest sumag dwdoch

kwadratéw (jedno z dobrze znanych twierdzen Fermata):

p = a® + b%; liczby calkowite a,b > 0 musza byé
wzglednie pierwsze. Istnieja wobec tego liczby catkowite
x, y, dla ktérych az + by = 1, przy czym |z| < b, |y| < a
(latwe uzasadnienie przez algorytm Euklidesa).
Wykazemy, ze liczba s = 2% 4+ y? ma wiasnoéci,
o ktére chodzi w zadaniu. Mamy bowiem oszacowanie
s < a?+b%> =p oraz réwnosé

sp = (a? +0°)(2® +y?) = (az + by)* + (ay — ba)* =

=1+ (ay — bx)>.

Widaé z niej, ze /sp = |ay — bz|. W konsekwencji
sp— |/5p )% =1; jest to niewatpliwie kwadrat liczby
catkowitej dodatniej.
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Uwaga. Zapewne innymi metodami takze mozna
uzyskaé teze zadania, niekoniecznie wzmocniona do
orzeczenia ,, ...jest kwadratem jedynki”. Pan Tomasz
Ordowski, ktéry zadanie zaproponowal, zwrocil uwage
na ciagg o wyrazach

a(n) =min{s € Z: s >0,
ImeZ~ {0} : sn—|Vsn > =m?},

obecny w OEIS (oeis.org/A245474). Nie jest trudno
wykazaé, ze dla liczb pierwszych postaci p = 4k + 3
zachodzi réwnosé a(p) = p; natomiast dla liczb
pierwszych p = 4k 4+ 1 zachodzi nieréwno$é a(p) < p, i to
byta tres¢ naszego zadania; autorem podanego dowodu
jest Robert Israel. (Dla liczb zlozonych ciag zachowuje
sie do§¢ kaprysnie).



