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503. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe dodatnia a, dla ktérej zachodzi implikacja:
Jezeli funkcja f:(0;1) — (0; 00) spelnia warunki f(1) =1 oraz

fle+y) 2 f@)+ fly)  dla ze(0;1), ye(0;1-a),
to f(z) < azx dla z € (0;1).

504. Gra: odgadywanie liczby. Przeciwnik wybiera liczbe ze zbioru {0, 1,...,15}.
Mamy prawo zadaé¢ 7 pytan, oczekujac odpowiedzi Tak lub Nie. Przeciwnik

na wszystkie pytania odpowiada; wolno mu przy tym sktamaé, ale co najwyzej
jeden raz. Podaé taktyke gwarantujaca prawidlowe rozpoznanie wybranej liczby.

Zadanie 504 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

495. Wyznaczy¢ zbiér tych liczb wymiernych dodatnich, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
3 3

utamka PR dla pewnych liczb naturalnych a, b, ¢, d.

496. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta AI przecina okrag opisany
na tréjkacie BIC w punktach I i D; prosta BI przecina okrag opisany na tréjkacie CIA w punktach
I i E; prosta C'I przecina okrag opisany na tréjkacie AIB w punktach I i F. Wyznaczy¢ najwigksza

. |[AIl |BI| |CT]
mozliwg wartos¢ iloczynu —— + —— « ——.

|AD| |BE| |CF|

495. Wykazemy, ze kazda dodatnia liczba wymierna ma przedstawienie wymaganej
postaci. Wezmy dowolna liczbe wymierng « > 0.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy 1 < < 2; tak wiegc z = m/n (m,n € N),
n <m < 2n. W tym przypadku wystarczy przyjacé
a=c=m+n, b=2m-—-n, d=2n-—m;
woéwezas a + b = 3m, ab = 2m? + mn — n?,
a® +b* = (a+b)[(a+b)* — 3ab] = 3m(3m*> — 3mn + 3n°),
podobnie wyrazamy ¢® + d® i otrzymujemy
a® +b°  3m(3m? — 3mn + 3n?)
3 +d3  3n(3n2 — 3nm + 3m?2)
W przypadku ogdlnym, gdy z jest dowolng liczbg wymierna dodatnia, znajdujemy
liczbe wymierna y = k/¢ taka, ze 1 < zy® < 2. W my$l konkluzji poprzedniego
przypadku liczba zy® daje sie zapisaé jako utamek
A®+ B
C3+ D3’
Stad dostajemy zadane przedstawienie liczby x:
1 A*+B® (A0 + (BY)?

T3 C34+ D3 (Ck)3+ (Dk)3-

A,B,C,D €N

496. Punkt K,w ktérym prosta Al przecina ponownie okrag opisany na trojkacie
ABC, jest srodkiem tuku BC, wiec cieciwy KB, KC majg réwng dtugosé k. Te sama
dlugos$é ma tez odcinek KT (fakt znany lub latwy do udowodnienia). Zatem okrag
opisany na tréjkacie BIC ma $rodek w punkcie K, a odcinek ID jest jego srednica.

Twierdzenie Ptolemeusza, zastosowane do czworokata ABKC,
daje réwnos$é |AK]| - a = bk + ck (gdzie jak zwykle a, b, ¢ to
dtugosci bokéw tréjkata ABC). Stad
bk + ck
Al AK|—|KI] ~& "% biec—a
|AD|  |AK|+|KI| bk+ck b+c+a
a

+k
i z nieréwnosci miedzy Srednig geometryczna i $rednia,
arytmetyczna trojki liczb wynika, ze
|AI| |BI| |CI|] btc—a cta—b a+b—c<i
|AD| |BE| |CF| b+c+a c+a+b a+b+c 27"
Poniewaz dla tréjkata rownobocznego zachodzi réwnosé, szukane
maksimum wynosi 1/27.
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