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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadanias:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul

na stronie deltami.edu.pl
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Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2017

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
733 (WT = 1,48) i 734 (WT = 2,11)
z numeru 1/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

739. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wilasnosciach:

Patryk Jasniewski Gdansk 40,94 o |f(z)—fly)|<|z—y| dlaz,yeR;

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,43 X

Roksana Stowik Knuréw 39,15 e dla kazdej liczby a € R ciag (x,) okreSlony wzorami zo = a, x, = f(zn_1) (dlan=1,2,3,...)
Adam Dzedzej Gdatisk 39,12 jest ciggiem arytmetycznym.

%&lﬁ;;;lti\/f[ai\l/loir;;izz grflfzjvwa gg:;g 740. Obliczy¢ kres dolny wartosci sumy

Jerzy Cisto Wroctaw 34,72 v Y z ,

Marcin Kasperski Warszawa 34,38 y2 422 22 2?2?42

Janusz Olszewski Warszawa 30,15 gdy x, y, z moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spelniajacymi warunek = +y+ 2z = 1.

739. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca
postawione warunki, i przyjmijmy, ze funkcja
g(xz) = f(x) — x nie jest stala. Istnieja wiec
liczby a,b € R dla ktérych ¢ = g(a) > d = g(b).
W drugim z warunkéw, podanych w zadaniu,
przyjmujemy a = xq i tworzymy ciag arytmetyczny
(wOle;wZa e ) = (CL, f((l), ff(a)7 e ) Skoro f((l) =a-+tc
zatem z, = a + nc (dla wszystkich n). Jednoczesnie
flxn) =2pt1=a+ (n+1)c, czyli
(1) fle+nc)=a+(n+1l)c da n=0,1,2,....
Analogicznie
(2) fO+nd)=b+(n+1)d dla n=0,1,2,....
W mysl pierwszego z podanych warunkéw,

|f(a+mne) = f(b+nd)| <|(a+mnc)—(b+nd)| =

=la—b+n(c—d).
Po lewej stronie wstawiamy wyrazenia (1), (2)
i dostajemy nieréwnosci
(3) la—b+ (n+1)(c—d)| <|a—b+n(c—d)
dla n=0,1,2,... .

Dla duzych n wyrazenia ujete w symbol wartosci
bezwzglednej maja warto$é dodatnia (bo ¢ —d > 0).
Mozna wiec opusci¢ moduly. Ale zaleznoéé (3) — po
skasowaniu modutéw — redukuje sie do postaci ¢ — d < 0;
sprzecznosé.

W konsekwencji funkcja f(x) — x musi by¢ stala.
Jasne, ze kazda funkcja postaci f(z) = = + C spelnia
wymagane warunki.
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740. Ustalmy liczby x,y, 2z > 0 o sumie réwnej 1.
Funkcja ¢ — 1/t jest wypukla w przedziale (0, c0).
Stosujemy do niej nieréwnosé Jensena dla trojki
punktéw 1/(y? + 22), 1/(2% + 22), 1/(2? +9?)

z wagami x, Y, 2
x Y z !
<y2+z2 e :z:2+y2>
2(y* +2%) +y(z* +27) + 2(2% + 9
zy(r +y) +yz(y+2) + za(z + )
xy(l—2)+yz(l —z)+ z2(1 —y)
=y + yz + zx — 3xyz.
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Mozna przyjaé, ze x > y oraz x > z. Woéwczas x > 1/3
oraz
2y +yz+zx—3zyz =x(y+2) +yz(1 — 3z) <
1
z(y+z)=xz(l-2) < 1

W ostatnim szacowaniu pierwsza nierowno$cé staje
sie réwnoscia tylko dla = = 1/3, za$ druga — tylko dla
x = 1/2. Stad wniosek, ze
x y z
y2+Z2 22+I2 x2+y2

>4 dla z,y,z > 0.
Gdyby dopuscié tréjki liczb z, y, z, wsréd ktorych jedna
jest zerem, rozwazana suma nadal mialaby sens oraz
przyjetaby warto$é¢ 4 dla x =y = 1/2, 2 = 0. Przy
zalozeniu, ze xz,y, z > 0, warto$é¢ 4 jest (jak widad)
nieosiagalna; ale jest granica badanej sumy np. dla
r=y=(1-2)/2, gdy z — 0. Jest wiec jej kresem
dolnym.



