Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
729 (WT = 2,34) i 730 (WT = 1,87)
z numeru 11/2016

Marek Spychata Warszawa 45,09

Zbigniew Skalik Wroctaw 44,50
Witold Bednarek Lodz 44,19
Roksana Stowik Knuréw 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Patryk Jasniewski Gdansk 35,99
Adam Dzedzej Gdansk 35,68

No i odnotowujemy trzy jednoczesne
przejsScia magicznej linii 44 p.

Z tej tréjki nikt nie jest nowicjuszem:
Marek Spychatla — po raz drugi;
Zbigniew Skalik — po raz trzeci — mamy
wigc kolejnego Weterana; wszelako tytul
ten, cho¢ nobliwy, blednie, gdy spojrzymy
na staz samego uczestnictwa w Lidze:
Witold Bednarek, obecny w Lidze

od roku 1981(!) wlasnie zamyka siédme
okrazenie.

735. Gdy «a przebiega przedzial (0,7/2), warto$¢ tga
przebiega zbiér wszystkich liczb dodatnich. Nalezy wigc
znalez¢ kres gérny funkcji f(z) = a” +a
z € (0,00). Poniewaz f(x) = f(1/z), kres gérny na przedziale
(0,00) jest taki sam, jak na przedziale [1,00). Pochodna
funkcji f ma po prostym przeksztatceniu postaé

f(x) = (—az In a) (afza“”(z) - 1),

Skoro a < 1, czynnik w pierwszym nawiasie jest stale dodatni.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadanias:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 743, 744
Redaguje Marcin E. KUCZMA

743. W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy dzialanie:
xQy = (z/y) + (y/x). Niech a,b,c,d beda liczbami, spelniajacymi réwnanie
(adb) + (bc) + (cOd) + (dda) = (ad>e) + (bOd) + ((ac)dH(bd)) + 2.

Czy a, b, c,d moga by¢ czterema réznymi liczbami? Czy moga byé¢ wsrdéd nich trzy
rézne liczby?

744. Dana jest liczba calkowita k£ > 2. Niech M bedzie takim zbiorem
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary réznych liczb m,n € M zachodzi
nieréwnoéé mn < k?|m — n|. Wykazaé, ze zbiorze M jest nie wiecej niz 2k — 1
liczb. Czy dla kazdej liczby k > 2 istnieje (2k—1)-elementowy zbiér M o podanej
wlasnosci?

Zadanie 744 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przyslal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2017

Przypominamy tres¢ zadan:
735. Dana jest liczba dodatnia a < 1. Obliczyé kres gérny zbioru wartosci wyrazenia a'®® 4 a°*& <,
gdy zmienna o przebiega przedzial (0, w/2).

736. Rozwazamy slowa binarne (ciagi zerojedynkowe) dlugosci n. Niech A,, bedzie liczba takich
stéw, w ktérych nie pojawia sie blok 010, za$ B, liczba takich stéw, w ktérych w zadnym miejscu
blok 00 nie sasiaduje z blokiem 11. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ wartosé stosunku
An/Bpni1.

jest wiec albo rosnaca, albo (kolejno) malejaca—rosnaca.
A poniewaz g(1) = 0 oraz lim, o g(x) = 0o, wynika
stad, ze takze wartosci g(x) sg albo stale dodatnie, albo
(przedzialami, od lewej) ujemne-dodatnie.

Ve ymiennej

Funkcja g ma taki znak, jak f’, wobec czego mozemy
powtoérzy¢ rozumowanie: funkcja f jest albo rosnaca, albo
(kolejno) malejaca—rosngca. W kazdym przypadku jej kresem
gérnym na przedziale [1,00) jest jej wartosé lub granica

w jednym z koncéw przedziatu. Otrzymujemy wynik:

gdzie () = 1 x.
x

Czynnik w drugim nawiasie ma taki sam znak jak wyrazenie

_ 1
=In(z7 %) = —21 1 (f— )
g(x) n(m a ) nx-i—(na) .
Teraz badamy funkcje g w przedziale [1,00). Jej pochodna:

l~x+1).

Ina

g (z) = (fx72 In a) (mZ +

I znéw, czynnik w pierwszym nawiasie jest dodatni.

sup f(z) =
z€(0,00)

sup
x€[l,00

)f(x) = max{f(l),zli_{go f(z)} = max{2a,1}.

736. Stowu X = (zo,z1,...,2n) dlugosci n + 1
przyporzadkujmy stowo Y = (y1,...,y,) dlugosci n,
przyjmujac y; = |z; — xi—1|. Znajac stowo Y oraz element zo,
jednoznacznie odtwarzamy stowo X.

Obecnos¢ bloku 010 w stowie Y oznacza obecnosé bloku

W drugim nawiasie widzimy tréjmian kwadratowy, ktorego
pierwiastki (rzeczywiste lub nie) maja iloczyn réwny 1;

w przedziale (1, 00) moze byé¢ co najwyzej jeden pierwiastek.
Dla duzych x trojmian ma wartos$ci dodatnie. Zatem wartosci
¢'(z) albo sa dodatnie w calym przedziale (1,0), albo sa —
przedzialami — najpierw ujemne, potem dodatnie. Funkcja g

22

0011 lub 1100 w stowie X, i na odwrét. Liczba stow X bez
blokéw 0011, 1100, z elementem poczatkowym xo = 0, jest
taka sama, jak tych z elementem poczatkowym x¢ = 1; i jest,
w mys$l poprzedniego spostrzezenia, taka sama, jak liczba
stéw Y bez bloku 010. Stad wniosek, ze Bpt+1 = 24,.



