Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2017

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
727 (WT = 3,22) i 728 (WT = 1,60)
z numeru 10/2016

Marek Spychata Warszawa 42,75
Witold Bednarek Lodz 42,32
Zbigniew Skalik Wroctaw 41,22
Roksana Stowik Knuréw 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Adam Dzedzej Gdansk 35,68

Patryk Jasniewski Gdansk 31,78

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadanias:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 741, 742
Redaguje Marcin E. KUCZMA

741. Niech W bedzie wieloscianem wypuklym, srodkowo-symetrycznym, i niech
7 bedzie ustalona ptaszczyzna, przechodzaca przez srodek symetrii. Przekréj
wieloscianu W plaszczyzna 7 jest zawarty w kole o promieniu r. Udowodnié,

ze przekréj wieloscianu W kazda plaszezyzna, rownolegla do 7, jest zawarty

w pewnym kole o promieniu r — lub podaé przyktad, pokazujacy nieprawdziwosé
takiego stwierdzenia.

742. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci p = 4k + 1. Dowiesé, ze istnieje
liczba calkowita dodatnia s, mniejsza od p, dla ktérej réznica sp — | /3p |2 jest
kwadratem liczby catkowitej dodatniej.

Zadanie 742 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadan z numeru 1/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

733. Wierzchotek czworoscianu nazwijmy ciekawym, jesli z trzech wychodzacych zenri krawedzi nie da
sie zbudowaé tréjkata.

(a) Czy istnieje czworoscian, ktérego wszystkie wierzchotki sa ciekawe?

(b) Cazy istnieje czworoscian, majacy dokladnie jeden ciekawy wierzchotek?

734. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych
dodatnich p, q,a1, ..., a, zachodzi nieréwnosé

n n

E a;:Jr"a;il > E ay  (przyjmujemy ani1 = ay).

k=1 k=1

733. (a) Wezmy dowolny czworoscian oraz jego najdtuzsza  prostopadle z plaszczyzny ABC. Wychodzace zeni krawedzie
krawedz. Przyjmijmy, ze ma ona dlugos¢ a, zas dwie troche si¢ wydtuza. Przy matym przemieszczeniu rozwazane
przyleglte do niej $ciany maja krawedzie dtugoéci a, b, c oraz nieréwnosci (ostre) pozostang w mocy; punkt B nadal bedzie

a,d, e, przy czym krawedzie a, b, e maja wspdélny koniec oraz  jedynym wierzchotkiem ciekawym.

krawedzie a, ¢, d maja wspolny koniec. Wowczas a < b+ ¢
oraz a < d + e; stad 2a < b+ ¢+ d + e, wobec czego musi
zachodzi¢ co najmniej jedna z nieréwnosci a < b+ e lub

a < ¢+ d. Zatem co najmniej jeden z koncéw krawedzi a

nie jest wierzchotkiem ciekawym.

(b) Doktadnie jeden wierzcholek ciekawy jest mozliwy.
Rozpocznijmy od przyktadu czworoscianu zdegenerowanego

734. W nieréwnoséci Bernoulliego (1 +#)*T > 1+ (a + 1)t
(stusznej dla ¢ > —1, o > 0) wykonujemy ,przesuniecie
zmiennej” 1 4+t = x, uzyskujac postaé

M > (a+ )z —a (dla >0, a=0).

Podstawiajac « = ¢/p oraz © = (a/akx+1)?, dostajemy

do czworki punktéw na plaszczyznie w konfiguracji: ABC' — a ptq P
. ) X X k p+q( ak q _
tréjkat prostokatny; D — érodek przeciwprostokatnej AB; (ak+1) > p (ak+1) - 5 (dla k=1,...,n).
|BC| =a, |CA| =0, |AB| = |BD| = ¢, przy czym
a<c<b<2a (np.a=16,b=230,c=17). Z punktu A Mnozymy stronami przez aj, , ,, otrzymujac
wychodza krawedzie dtugosci b, ¢,2¢; z punktu C: a,b, c;
z punktu D: ¢, ¢, c; kazda z tych tréjek spelnia warunek ai” I AV I
tréjkata. Pozostaje wierzchotek B — jedyny ciekawy (wspdlny azﬂ z ( + E)Gk - P Bhoyr
koniec krawedzi a, ¢, 2¢). Teraz wystarczy wyj$é w przestrzen
i nieznacznie przemiesci¢ wierzcholek D, usuwajac go Suma tych nieréwnosci (dla k =1,...,n) to teza zadania.
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