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Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2017
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
725 (WT =1,86) i 726 (WT = 2,00)
z numeru 9/2016

Tomasz Wietecha Tarnéw 45,97
Witold Bednarek Lédz 40,72
Zbigniew Skalik Wroctaw 39,62
Roksana Stowik Knuréw 38,41

Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08

Tomasz Wietecha — w lidze fizycznej

i matematycznej (lacznie) nie ma sobie
réwnych. W samej matematycznej wtadnie
ukonczyt jedenaste okrazenie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 739, 740

Redaguje Marcin E. KUCZMA

739. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wtasnosciach:
o |f@)—fWl<|z—yl dlazyeR;

e dla kazdej liczby a € R ciag (x,) okreSlony wzorami z¢ = a, x, = f(2n_1)
(dlan=1,2,3,...) jest clagiem arytmetycznym.
740. Obliczy¢ kres dolny wartoéci sumy
x . Y N z
y2+22 22+x2 x2+y27
gdy x, y, z moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spelniajacymi warunek
r+y+z=1.

Zadanie 740 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.
Rozwigzania zadain z numeru 12/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

731. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych réznych od
zera, przyjmujace warto$ci w tym samym zbiorze, i spelniajace réwnanie funkcyjne

Fay f@+9) = f@) + f(v)
dla kazdej pary liczb z,y # 0 takiej, ze x +y # 0.
732. Ciag liczb naturalnych ag, a1, a2, ... jest okreslony wzorem rekurencyjnym: a,4i = 29" — 1;
wyraz poczatkowy ag jest liczbg pierwszg. Dowieéé, ze dla kazdego n réznica an41 — 1 jest
podzielna przez a,,.
731. Ustalmy liczbe rzeczywista a # 0 i przyjmijmy b = 1/f(a). Zalézmy, ze
a # b. Mozemy woéwczas podstawi¢ w podanym réwnaniu x = b, y =a — b
(bo z,y # 0), otrzymujac zwiazek

f(bla—0)f(a)) = f(b) + f(a—1b).
Ale bf(a) = 1, wiec liczba po lewej stronie jest réwna f(a — b). Prawa strona ma
inna wartos¢, skoro f(b) # 0 (wartosci funkeji f sa z zalozenia niezerowe).

Sprzeczno$¢ dowodzi, ze a = b, czyli f(a) = 1/a. Wobec dowolnosci liczby a # 0
znaczy to, ze funkcja f jest dana wzorem f(z) = 1/z dla wszystkich = # 0.
Sprawdzenie, ze ta funkcja spelnia zadane réwnanie, jest natychmiastowe. Jest
ona zatem jedynym rozwigzaniem tego rownania.

732. Teza zadania: an11 =1 (mod a,) — po wprowadzeniu okreslenia
liczby ay41 1 dodaniu stronami jedynki — ma postac
(%) 29 =2 (mod ay).
Liczba ag jest pierwsza, wiec (x) zachodzi dla n = 0 (male twierdzenie Fermata).
Dalej indukcja: przyjmijmy stusznosé (x) dla pewnego n > 0; istnieje zatem
liczba k € N, dla ktérej 29" = 2+ ka,. Odejmujemy stronami jedynke i mamy
apy1 = 1+ ka,. Z okreslenia a1 wynika ponadto, ze 2% =1 (mod a,1).
Tak wiec .

2041 = 2. 28 =2(29)" =2 (mod an41).
UzyskaliSmy zaleznoéé () z n zastapionym przez n + 1. To konczy dowdd
indukcyjny.
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