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Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2016

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
717 (WT = 3,70) i 718 (WT = 1,03)
z numeru 3/2016

Grzegorz Karpowicz ~ Wrocltaw 42,77

Janusz Fiett Warszawa 42,24
Janusz Olszewski Warszawa 42,14
Pawet Kubit Krakow 41,52
Marek Gatecki USA 37,76
Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,29
Piotr Kumor Olsztyn 34,15
Witold Bednarek Lodz 33,95

Zadania z matematyki nr 727, 728
Redaguje Marcin E. KUCZMA

727. Trojkat rownoboczny o boku dtugosci n zostal podzielony (prostymi
rownoleglymi do bokéw) na n? trojkacikéw o boku 1. Kazdy wierzchotek
powstaltej siatki (tj. wierzchotek ktoregos trojkacika) jest pomalowany na
biato lub czarno. Wykonujemy ciag ruchéw. W jednym ruchu zmieniamy kolor
wszystkich wierzchotkow, lezacych na jednej linii prostej, zawierajacej bok
ktoregos trojkacika.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktoérych — wychodzac od stanu:
wszystkie wierzcholki biale — mozna doj$é¢ do stanu: doktadnie jeden wierzcholek
czarny.

728. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f, bedaca réznowartosciowym
odwzorowaniem zbioru wszystkich liczb dodatnich na ten sam zbior, i taka, ze
jej pochodna jest funkcja odwrotna do f?

Zadanie 728 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi
Rozwiazania zadain z numeru 6/2016

Przypominamy tres¢ zada:

723. Czy kazdy Scisle rosnacy cigg arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma wyraz, bedacy
jednoczesnie pewnym wyrazem ciggu Fibonacciego (Fy,)? (Fy = F2 =1, Fp4o = Fpy1 + Fy).

724. Dowies¢, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja rownanie
la+b—c|+|b+c—al+|c+a—D>bl =lal+|b] + ||
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelniaja rownanie

la+b—cl+|b+c—al+|c+a—b=]a+b+c|

723. Odpowiedz: nie. Banalny kontrprzyklad (jeden z wielu): ciag

(I1In+4; n=1,2,3,...). Ciag Fibonacciego — a raczej jego poczatkowy
odcinek — zapisany modulo 11, przedstawia sie tak: 1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1,....
Dalej reszty (mod 11) powtarzaja sie cyklicznie, z okresem 10; reszta 4 jest

w tym ciagu nieobecna.

724. Podstawienie a =y+ 2z, b=z+1x, c¢=x+y przeprowadza dane dwa
rownania do postaci

1
(1) 2]+ lyl + 12| = 5 (ly + 2+ |2 + 2| + [2 + y])
oraz
(2) |z + |y + |2 = [z +y + z|.

Oczywiste sg nieréwnosci
1
2|+ |yl + || > §(|y+z|+\z+x\+|x+y|) > |z +y+ 2z

Jesli wiec liczby z,y, z spelniaja réwnanie (2), to speliaja tez i réwnanie (1).
Pozostaje do wykazania implikacja przeciwna.

Zalozmy wiec, ze spelnione jest rownanie (1), czyli ze zachodzi réwnosé
w pierwszej z napisanych nieré6wnosci. To wymusza jednoczesne zachodzenie
trzech rownosci:

ly+zl=lyl+lz,  lz+z[=[z+]zl, |o+yl=lc]+]yl
Liczby |z+yl|, |=|, |y| sa dlugosciami bokéw trojkata (na plaszczyznie zespolonej)
o wierzchotkach 0, y, —z. Rownosé¢ |z + y| = |z| + |y| oznacza, ze jest on
zdegenerowany do odcinka o koncach y, —z, czyli ze punkty x,y leza na jednej
polprostej, wychodzacej z punktu 0. Ta sama konkluzja dla par y, z oraz z,x
pokazuje, ze wszystkie trzy punkty x, y, z leza na jednej takiej potproste;j.
A wowezas zachodzi réwnosé (2). To konczy rozwiazanie zadania.
Uwaga. Warto moze zauwazyé, ze dwa podane (rownowazne) rownania nie s¢
rownowazne trzeciemu réwnaniu:

la+b+c| =|a| + |b] + |c],

czyli (w terminach zmiennych z,y, z) rownaniu, taczacemu prawe strony (1) i (2).
Prosty przyktad: # =y =1, z= —1. Rownania (1) i (2) nie sa spelnione, ale
ich prawe strony maja jednakows wartosc.
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