Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/2016

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

719. Czternascioro ludzi prezentowalo swoje umiejetnosci w serii wystepéw (TV-show?);
w pojedynczym wystepie moglta uczestniczyé dowolna liczba oséb. Bylo to siedem par malzenskich —

ale malzonkowie nigdy nie wystapili razem. Za to kazda inna para oséb (dowolnej plci) uczestniczyla
jednocze$nie w dokladnie jednym wystepie. Wiadomo ponadto, ze pewna osoba uczestniczyta
w dokladnie dwoéch wystepach. Jaka jest minimalna liczba wystepow, przy ktérej te warunki mogty

byé¢ spelnione?

720. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 1 znalez¢é najmniejsza liczbe rzeczywista s taka, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest nieréwnosé

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
713 (WT = 3,51) i 714 (WT = 1,20)
z numeru 1/2016
Lodz 44,55
Wroctaw 42,77
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Stanistaw Bednarek
Grzegorz Karpowicz
Janusz Fiett

Pawel Kubit Krakéw 38,74  osoby Ag, A1, ..
Marek Galecki USA 37,76
Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,29
Witold Bednarek Lodz 33,95

Janusz Olszewski Warszawa 33,36

Stanistaw Bednarek — to juz 44 po raz
drugi.
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719. Niech A( bedzie ta osoba, ktora uczestniczyta w dokladnie dwodch
wystepach. Przyjmijmy, ze to pani; jej maz otrzymuje oznaczenie By. Pozostale
pary malzonkow: (A;, B;); i =1,...,6. W jednym swoim wystepie pani Ag
musiata si¢ pokazaé¢ w towarzystwie potowy tych ludzi; w drugim — z pozostala
polowa. Ustalmy oznaczenia tak, ze w jednym z tych wystepoéw uczestniczyly
., Ag, a w drugim Ag, By, ..
mozemy przyjac¢ (dla wygody jezyka), ze osoby A; to panie, a B; panowie
(w kontekscie tego zadania szybka zmiana plci to nie problem).

., Bg. I znéw, bez straty ogblnosci,

W kazdym z pozostalych wystepoéw mogly uczestniczyé, oprécz pana By, co
najwyzej dwie osoby — bo gdyby wiecej, to bylyby/byliby wéréd nich dwie panie

lub dwaj panowie; a przeciez one/oni juz sie pokazali wspolnie, wraz z paniag Ag.

Kazda para (A;, B;), gdzie i,j > 1, i # j, musiala raz wspolnie wystapic; i byty

to rozne wystepy. Jest 30 takich par. Uwzgledniajac dwa wystepy z udzialem
pani Ay, widzimy, ze liczba wystepéw musiata wynies¢ co najmniej 32.

Czy realizacja tej wartosci jest wykonalna? Trzeba zapewni¢ panu By wspolne
uczestnictwo z kazda osoba poza pania Ag. Uzyskamy to, dolaczajac go (na
przyklad) do par (Al,Bg), (AQ,Bl), (A3, B4)7 (A4,B3), (A5,B€,), (A(;, B5)
Zostang przez to spelnione wszystkie wymagane warunki. Tak wiec szukane

minimum wynosi 32.

720. Oznaczmy przez Lg(x) oraz Ps(x) lewa oraz prawa
strone napisanej nieré6wnosci. Poniewaz
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zatem potowa ich réznicy to wielomian parzysty
zmiennej z (z parametrem s)
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Aby ten wielomian przyjmowal wytacznie wartosci
nieujemne, musi by¢ spelniony warunek c¢; > 0, czyli
ns—n(2n—1) >0, czyli s> 2n—1.

AP b 12+ e

Pokazemy, ze jest to jednoczesnie warunek dostateczny.
Wystarczy wykazac, ze jesli s > 2n — 1, to wszystkie
wspoétczynniki ¢; sa nieujemne. Indukcja: baza (¢; = 0)
juz gotowa. Ustalmy k£ > 1 i przyjmijmy zalozenie
indukeyjne ¢ > 0, czyli

n 2”711@
K)\ak) & 2L

23

Teza indukcyjna (cxy1 = 0) ma analogiczng postac, z k
zastapionym przez k + 1. Piszemy wiec to wyrazenie
i zaczynamy je przeksztalcac:
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stad i z zalozenia indukcyjnego,
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i mamy teze indukcyjna. Tak wiec ¢ > 0 dla
k=1,...,n, wobec czego Py(xz)— Ls(z) >0 dla
wszystkich x € R.

Otrzymaliémy odpowiedZ: najmniejsza wartosé
parametru s, dla ktorej Ps(z) > Ls(z) (dla z € R),
wynosi s =2n — 1.
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