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Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
711 (WT = 2,07) i 712 (WT = 1,37)
z numeru 12/2015

Stanistaw Bednarek
Grzegorz Karpowicz
Janusz Fiett

Marek Gatecki
Jedrzej Garnek
Pawet Kubit

bodz 43,35
Wroctaw 42,77
Warszawa 41,04

USA 37,76
Poznan 37,64
Krakow 37,54

Franciszek S. Sikorski Warszawa 36,09

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyta¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktore
nadeslaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— 1 tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana. Szczegotowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2016
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zada:
717. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |[xBCA| =2 - |xCAB|. Odcinek CD (o koricu D € AB) jest

dwusieczng kata BC'A. Punkt S jest srodkiem okregu, stycznego zewnetrznie do okregoéw opisanych
na tréjkatach ACD i BCD oraz stycznego do pélprostej CA™. Udowodnié¢, ze proste AB i CS sa
prostopadte.

718. Dowies¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d zachodzi rownosé

a-b-c-d (a,b,c) - (a,b,d) - (a,c,d) - (b,c,d)
(a,b,e,d)  (a,b)-(a,c)- (a,d)- (bc)-(b,d)-(c,d) "
Nawias kwadratowy oznacza najmniejsza wspélnag wielokrotnosé, zas nawias okragtly
wspoélny dzielnik liczb ujetych w 6w nawias.

717. Niech o = |[*xCAD| = |xACD| = |«BCD|. Duzy okrag o érodku S, ktorego
dotyczy zadanie, oznaczmy symbolem k;. Okregi opisane na trojkatach AC'D

i BCD oznaczmy przez ko i k3. Niech CE bedzie cieciwa okregu ko, rownolegta
do DA (zatem |XACE| = «), i niech k bedzie okregiem o $rodku C, stycznym do
prostej AB w punkcie T'. Skoro CT | AB, teza zadania sprowadza sie do
wykazania, ze punkt S lezy na prostej CT.
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Rozwazmy inwersje wzgledem okregu k. Kazda z potprostych CE~, CA™~, CD7,
CT—, CB™ (bez punktu C') jest odwzorowywana na sama siebie. Prosta AB
przechodzi na okrag ko o Srednicy C'T (punkt 7" nie zmienia poltozenia). Obrazami
punktow A, D, B sa punkty A’, D', B’, w ktorych poétproste CA~, CD~, CB™
przecinaja okrag ko. Okregi ko i k3 (bez punktu C, ktory jest srodkiem inwers;ji)
zostaja przeksztalcone na proste A’D’ oraz D'B’. Obrazem okregu ki jest

okrag ki, styczny do prostych CA’, A’D’ i D'B’.

Prosta C'E’ jest styczna do okregu kg, wiec |[XA'D'C| = |xA'CE'| = |xACE| = a.
Takze |xA'CD'| = |%XACD| = « oraz |xD'CB'| = |xDCB| = «. Zatem cigciwy
CA', A’D’', D'B’ okregu kq sa jednakowej dtugosci. Okrag k|, styczny do tych
trzech cieciw, jest wobec tego wspolsrodkowy z okregiem ky. Prosta CT jest wiec
osia symetrii okregu kf.

Stad wynika, ze ta sama prosta C'T jest tez osia symetrii okregu k; — przechodzi
zatem przez jego srodek, czyli punkt S — a to wtasnie mieliSmy wykazaé.
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718. Prawa strona podanej rownosci ma postaé ilorazu K/M (licznik K to iloczyn
o$miu czynnikéw, mianownik M to iloczyn siedmiu czynnikéw). Lewa strona to
L = [a, b, c,d]. Wystarczy pokazaé, ze dowolna liczba pierwsza wchodzi do
rozktadow liczb K oraz LM w jednakowej potedze (by¢ moze zerowej).

Ustalmy wiec liczbe pierwsza p i przyjmijmy, ze liczby a, b, ¢, d, K, L, M sa
podzielne odpowiednio przez p®, p?, p7, p°, p*, p*, p*, ale nie przez p®*t, pft?,
pY L pdtt prtl pAL prtl Wowcezas
k=a+B+vy+d+
+ min{a, 8,7} + min{e, 8,6} + min{«, v, 6} + min{j,v,d},
w=min{a, 8,7,0} +
+ min{«, f} + min{a, v} + min{a, §} + min{B, v} + min{3, 6} + min{~, §},
A = max{a, 8,7,0}.
Nalezy wykazaé, ze k= A+ pu.

Wobec symetrii rozwazanych wyrazen (wzgledem permutacji a, b, ¢, d) nie tracimy

ogolnosci zaktadajac, ze a > 8 > v > §. Napisane réwnosci uzyskuja postaé
K=a+B+y+3+y+05+6+9,
w=0+pB+v+5+y+5+9,
A= q;

teza (k= A+ p) gotowa.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2016
Redaguje FElzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tres¢ zadai:

614. Znalez¢ ilo$¢ ciepta, jaka wydzieli sie na kazdym z opornikéw po zamknieciu klucza. Jeden
z kondensatoréow natadowany byt poczatkowo do napiecia U, drugi nie byt natladowany. Pojemnosci
kondensatoréow sa jednakowe i réwne ¢, warto$ci oporéw wynosza Rii Ra.

615. Stosunek liczby zwojow w uzwojeniu wtéornym transformatora do liczby zwojow w uzwojeniu
pierwotnym wynosi n = 2. Gdy do uzwojenia pierwotnego przylozono napiecie przemienne

o amplitudzie U; = 100V, amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtérnym wynosita Uy = 197V
Jaka bedzie amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtoérnym, gdy rdzen transformatora
zastapimy rdzeniem o tych samych wymiarach, ale wykonanym z materiatu o przenikalnosci
magnetycznej k = 10razy mniejszej niz w pierwszym przypadku? Rozpraszanie strumienia
magnetycznego oraz straty w rdzeniu mozemy zaniedbac.

614. Przed zamknieciem klucza energia natadowanego kondensatora wynosi
Wy = cU?/2 , a jego tadunek jest rowny ¢ = cU. Po zamknigciu klucza napiecie na
réwnolegle potaczonych kondensatorach ma wartosé¢ Us = ¢/(2¢) = U/2. Energia
uktadu kondensatorow wynosi Wy = cU?/4 i jest mniejsza od poczatkowej
o wielko$¢ |[AW| = cU?/4 , réwna calkowitemu wydzielonemu cieplu Q. Natezenie
pradu plynacego przez oba oporniki podczas przetadowywania kondensatoréw jest
w kazdej chwili jednakowe, zatem ciepto wydzielone na 01)20rze Ry dane jest
. RZCU

wzorem Q1 = R1Q/(R1 + Rs). Ostatecznie @Q; = 1+ o)
615. Oznaczmy wspoétezynnik samoindukeji uzwojenia pierwotnego w pierwszym
przypadku przez L, w drugim przez L’. Wspotezynnik samoindukeji cewki jest
proporcjonalny do przenikalno$ci magnetycznej rdzenia, stad L' = L/k. Uzwojenie
mozemy traktowaé jako polaczenie szeregowe oporu czynnego R oraz indukcyjnego
Lw, gdzie w jest czestoScia napiecia zasilajacego. Amplituda napiecia na oporze
indukeyjnym wynosi U, = LwU; /v L?w? + R? . Poniewaz zakladamy, ze
strumienie pola magnetycznego przez uzwojenia pierwotne i wtorne sa jednakowe,
zachodzi zwiazek Uy = nUy, stad (R/Lw)? = (nU;/Us)? — 1. Po zamianie rdzenia
amplituda napiecia na otwartym uzwojeniu wtéornym dana jest wzorem

TLUl
Uy = ————
NETE
konieczne jest, aby opor czynny uzwojenia pierwotnego byl niewielki
w poréwnaniu z oporem indukcyjnym.
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, gdzie i =1, 2.

~ 100 V. Wida¢ stad, ze dla normalnej pracy transformatora



