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709 (WT = 1,06) i 710 (WT = 3,44)
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723. Czy kazdy $cidle rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma

wyraz, bedacy jednocze$nie pewnym wyrazem ciagu Fibonacciego (Fy,)?

(i =F,=1Fyo=F,1+F,)

724. Dowiesé, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja réwnanie
la+b—cl+[b+c—al+lc+a—b| = la| + 5|+

wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja rownanie
la+b—cl+|b+c—al+|cta—b=|a+b+c|

Zadanie 724 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przystat
pan Pawel Najman z Krakowa.

715. Dane sg dwie rézne liczby calkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb

Jerzy Cisto Wroctaw 46,98 . . ,

Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 41,40 Rozw1qzan1a zadan z numeru 2/2016
Stanistaw Bednarek Lodz 39,91

Janusz Fiett Warszawa 38,97 Przypominamy tre$é zadan:

Marek Gatecki USA 37,76

Jedrzej Garnek Poznan 37,64

Pawetl Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 34,72

Jerzy Cisto oto i za czterech Weterandéw
stanie! Dwanascie okrazefi — to nie jakie$
byleco. Zyczymy wielu dalszych rund!

calkowitych nieujemnych moze by¢ przedstawiony jako suma rozlgcznych zbioréw
tréjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw liczba $rodkowa (co do wielko$ci) rézni sig
od jednej z dwoéch pozostatych liczb o A, za$ od drugiej o B.

716. Dowiesé, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugos$ciami bokéw tréjkata, to

To nieprzerwane zainteresowanie naszg
zabawg — ze strony matematyka tej klasy
— cenimy ogromnie.

715. Mozna przyjacé, ze A < B. Wskazemy indukcyjna
konstrukcje ciagu zbioréw X,, = {Zn, Yn, 2n

(Zn < yn < zp) 0 wymaganych wlasnosciach. Zaczniemy
od trojki zg = 0, yg = A, z9 = A + B. Zal6zmy, ze zbiory
Xo, ..., Xn_1 zostaly juz okreslone. Wowczas
definiujemy x,, jako najmniejsza liczbe naturalng jeszcze
niewykorzystana (tzn. nieobecna w zbiorze
XoU...UX,_1) — to juz gwarantuje, ze w wyniku calej
konstrukcji wszystkie liczby naturalne zostana uzyte oraz
ze ciag (x,) bedzie rosnacy.

Aby dokoniczyé okreslenie zbioru X, (gdy Xo, ..., Xn-1
juz mamy), patrzymy na liczbe z,, + A. Jezeli jest ona
jeszcze niewykorzystana, przyjmujemy ja jako y,. Jezeli
jest wykorzystana, bierzemy jako y,, liczbe z,, + B;

i z koniecznodci przyjmujemy z, = x, + A + B (tak wiec
jedna z réznic y, — Ty, 2n — Yn bedzie réwna A,

a druga B). Tak okredlona liczba z, jest wieksza od liczb
20, - .-, 2n—1, Wiec nie zostala wczesniej wykorzystana.

Pozostaje uzasadnié, ze w przypadku, gdy liczba x, + A
zostala juz wykorzystana, wowczas liczba x,, + B
pozostala niewykorzystana (i moze byé uzyta jako y,).
Przypusémy, ze liczba x,, + B znalazta sie¢ w ktoryms
zbiorze Xj o numerze k < n. Skoro x, > x, to

Ty + B >z + B > yi; musialaby zaj$¢ réwnosé

Ty + B = 2. Ale 2z =z, + A + B, wiec mielibySmy
Ty, = xx + A. Liczba x,,, niewykorzystana az do n-tego
kroku konstrukcji, tym bardziej nie byla jeszcze
wykorzystana w momencie konstrukcji zbioru Xy, wiec
na mocy przyjetego algorytmu powinna byta zostaé
uzyta jako yy.

Uzyskana sprzeczno$é dowodzi niestusznosci
przypuszczenia, ze x, + B € XoU...UX,_1,
i uzasadnia poprawno$¢ okreslenia y,,; powstaly zbiér

23

\/azb + ab? — abc + \/bgc + bc?2 — abe + \/(;zu + ca? — abc > % (a + b+ (:) \/a+b+c.

Czy wspélezynnik 1/2 (po prawej stronie) moze byé zastapiony przez liczbe wieksza?

Xn = {Zn, Yn, 2n} jest rozlaczny ze zbiorami
Xoyeoos X1,

716. Przyjmijmy a =y + 2, b=z24+2x, c=x +v;
s=x+y+z=(a+b+c)/2. Oczywiscie z, y, z to
dtugosci fragmentéw bokéw od wierzchotkow

do punktéw stycznosci z okregiem wpisanym.
Oznaczajac przez I, r érodek i promien okregu
wpisanego, mamy zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa
|AI? =22 + 72 |BI|? = y* + 1%, |CI|* = 22 + 2.

Lewa strona zadanej nieréwnosci jest suma trzech
sktadnikow. Przeksztalcamy wyrazenie
pod pierwiastkiem w pierwszym sktadniku:

(1) abla+b—c)=(z+2)(y+2)- 2z = 2xyz + 2s2%
Pole tréjkata wyraza si¢ wzorami S = Vszyz (wzoér
Herona) oraz S = sr; stad xyz = sr?. Kontynuujemy
przeksztalcenie (1):

2wyz + 2527 = 2s7% + 2522 = 25 - |CT|2.
Analogicznie wyrazaja si¢ pozostale dwa skladniki.
Dowodzona nieréwnosé przybiera postaé
V25 - |CI]2 + /25 - |AI|2 +\/2s - |BI|? > %-234/%;
PO uproszczeniu:
(2) |CI|+ |AIl+ |BI| > s

— co jest banalna prawda, skoro |CI| > z, |AI| > z,
|BI| > y.

Biorac trojkat, w ktorym najmniejszy kat jest bliski
zeru, uzyskujemy w nieréwnosci (2) stosunek lewej

do prawej strony dowolnie bliski jednosci (tréjkat
niewiele rézni si¢ od odcinka, a obie strony (2) sa bliskie
dlugoéci owego odcinka). Stad wniosek, ze stata 1/2

(w oryginalnej nieréwnosci) jest optymalna.



