Klub 44

®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 2016

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
707 (WT =1,64) i 708 (WT =1,71)
z numeru 10/2015

Pawel Najman Krakéw 46,20
Jerzy Cisto Wroctaw 42,48
Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 40,34
Stanistaw Bednarek 1.6dz 38,85
Janusz Fiett Warszawa 37,91
Jedrzej Garnek Poznan 37,64
Pawet Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77

Pan Najman: 44 p. po raz siédmy.

Liga zadaniowa Wydzialtu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegbétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 721, 722
Redaguje Marcin E. KUCZMA

721. Na bokach BC, CA, AB trojkata ABC leza punkty D, E, F, w ktérych
okregi dopisane do tréjkata sa styczne do tych bokéw. Niech R i r beda
promieniami okregdéw opisanego i wpisanego. Dowies¢, ze stosunek poél tréjkatow
ABC i DEF wynosi 2R/r.

722. Rozwiazaé rownanie 2% + 2¥ = 6* w liczbach calkowitych dodatnich z, y, z.

Zadanie 722 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

713. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym boki AB i C'D nie sa réwnolegte.

Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny do prostej CD w punkcie P oraz

okrag, przechodzacy przez punkty C i D, styczny do prostej AB w punkcie Q. Zakladamy, ze

punkty P i Q leza na odcinkach CD i AB oraz ze wspélna cieciwa tych okregdéw przechodzi przez

$rodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC sa réwnolegte.

714. Niech d(m) oznacza liczb¢ dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1.

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele par réznych liczb naturalnych m,n, spelniajacych
réwnanie d(m)/m = d(n)/n.

(b) Czy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1, spelniajacych réwnanie
d(m)/m =d(n)/n?

713. Przyjmijmy, ze punkt O przeciecia prostych AB i C'D lezy na polprostych

CD™ i BA™ oraz ze prosta PQ przecina okregi (ABP) i (CDQ) odpowiednio

w punktach S i R (réznych od @, P). Wspdlna cieciwa tych okregéw —

nazwijmy ja XY — przechodzi przez §rodek M odcinka PQ. Z réwnosci

IMP|-|MS| = |MX]|-|MY| = |MQ| - |MR| oraz |MP| = |[MQ| wnosimy, ze

IMR| = |MS|, a stad |PR| = |Q5|.

Takze |PC| - |PD| = |PQ| - |PR| oraz |QA| - |QB| = |QP| - |QS|. Prawe strony tych
rownoéci sg réwne, wiec lewe tez. Oznaczajac odleglosci punktéw A, B,C, D, P, Q
od punktu O kolejno literami a, b, ¢, d, p, q, przepisujemy uzyskana zaleznosé

w postaci (¢ — p)(p — d) = (¢ — a)(b — q). Po wymnozeniu i uwzglednieniu réwnosci

p? = ab, ¢* = cd, otrzymujemy zwiazek p(c + d) = q(a . Tak wiec

(a+0)
b b d d
\/g+\/>—a+ :C+ —\/z—f—\/»
b a P q d c

Skoro b > a, ¢ > d, wynika stad, ze ¢/d = b/a. To za$ oznacza, ze proste AD i BC
sg réwnolegle.

714. (a) Na przyklad, kazda para postaci m = p, n = 2p, gdzie p jest nieparzysta
liczba pierwsza, ma wymagana wlasno$é, bowiem d(p) = 2, d(2p) = 4.

(b) Przypuéémy, ze para liczb wzglednie pierwszych m,n > 1 spelnia podane
réwnanie: nd(m) = md(n). Skoro liczby m, n sa wzglednie pierwsze, wynika stad, ze
m jest dzielnikiem liczby d(m). Wobec tego m < d(m). Taka nieréwnosé¢ zajs¢ moze
(w formie réwnosci) tylko wtedy, gdy kazda liczba ze zbioru {1,...,m} jest
dzielnikiem liczby m. W szczegdlnosci m musi dzieli¢ si¢ przez m — 1. To za§ ma
miejsce jedynie dla m = 2 (rozwazamy, z zalozenia, tylko m > 1).

Role liczb m, n sa symetryczne; to samo rozumowanie pokazuje, ze takze n = 2;
sprzecznosé z zalozeniem, ze m, n sa wzglednie pierwsze. Nie istnieje wiec para,
o jakiej mowa w pytaniu (b).
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