Zadania z matematyki nr 715, 716
Klub 44 : Y :
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 715. Dane sg dwie rézne liczby calkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbior
wszystkich liczb calkowitych nieujemnych moze by¢ przedstawiony jako suma
— roztacznych zbioréw trdjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw

liczba $rodkowa (co do wielkosci) rézni sie od jednej z dwéch pozostatych liczb

® o A, za$ od drugiej o B.

716. Dowiesé, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to
Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2016 ’ J o & g ']k% ’

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej Va2b + ab? — abe 4+ /b2c + be® — abe + \/2a + ca® — abe >
Klub 44 M 1
po zakonczeniu sezonu > = (a +b+ C) vVa+b+e.
(roku szkolnego) 2014/15 2
Pawel Najman - 64285  Czy wspolezynnik 1/2 (po prawej stronie) moze by¢ zastapiony przez liczbe
Marek Spychala - 1-42,75 .
Grzegorz Karpowicz - 1-38,86 WIQkSZ@?
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Krzysztof Maziarz - 35,37  Zadanie 716 zaproponowal pan Pawet Najman z Krakowa.
Jerzy Cisto - 11-35,00
Janusz Fiett 1-34,33 . . ,
Franciszek S. Sikorski —  1-33.77 Rozwiazania zadan z numeru 10/2015
Pawel Kubit - 5-32,53
Stanistaw Bednarek - 1-31,37 Przypominamy tre$é zadan:
Witold Bednarek - 6-30,49
Michal Kozlik - 29,50 707. Niech W (z,y,2) =14 9z(z — y)(x — 2). Znalezé wszystkie trojki liczb zespolonych a,b, ¢, dla
Jerzy Witkowski - 5-27,02 ktérych spelnione jest réwnanie W(a,b,c) = W (b,c,a) = W(c,a,b) = 0.
Zbigniew Skalik — 2-24,82
Adam Dzedzej - 2-24,55 708. Dane sa dodatnie liczby calkowite nieparzyste k, m. Niech d = nwd(k + 1, m — 1),
Piotr Kumor - 12-24,43 e=nwd(k—1, m+1), f = nww(d, e). Dowies¢, ze liczba k™ + m"* dzieli sie przez f.
Pawel Duch - 1-24,10
f){;)kae?ngu?ldozvy”k -t fg:g; 707. Niech a, b, ¢ bedzie jedna z szukanych tréjek. Jasne, ze to sg trzy rézne
Tomasz Wietecha - 10-18,56 liCZby‘ Tak WiQC
Krzysztof Kaminski - 2-17,66
Marcin Kasperski - 317,53 W(a,b,c) — W(b,c,a) 9 9
Janusz Wojtal - 16,17 0= 9 b =a"+b" — <CL + b)C
Marcin Malogrosz 1-16,06 (a - )
Legenda (przykladowo): stan konta 6-30,49 Réwnowaznie:
oznacza, ze uczestnik juz szesciokrotnie (CL + b+ C)C _ a2 + b2 + 02.

zdobyl 44 punkty, a w kolejnej

i6dmej) rundzi 49 punktéw. . o Co o
(si6dmej) rundzie ma 30,49 punktéw Cykliczne przesunigcie symboli daje taka sama réwno$é, z wyltaczonym poza

Zestawienie obejmuje wszystkich nawias czynnikiem a lub b. Skoro liczby a, b, ¢ sa rézne, wynika stad, ze

uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja

nastepujace dwa warunki: a+b+c=0 oraz a2 + 62 + 02 =0.

— stan ich konta (w aktualnie . . . . . , X
wykonywanej rundzie) wynosi Sa to wiec pierwiastki wielomianu 22 — Az? + Bz — C o wspélczynnikach
co najmniej 14 punktéw; A=a + bd+ec=0.C = abe

— przyslali rozwigzanie co najmniej ’ ’
jednego zadania z rocznika 2013, 2014 a b c 2 _ Cl2 b2 02
lub 2015. B:ab+bc+ca:( To+ ) 2( + * ):0

Nie dr!{kl}jcmy Yvi(;c nazwis-k !;ych ) o . 3 . 3 3 3

uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z liga — czyli wielomianu z° — C. To znaczy, ze a® = b°> = ¢ = C = abc.

trzy lata temu (lub dawniej); oczywiscie

jesli ktokolwiek z nich zdecyduje sie . : _ : . . ‘4

Wrbcié do naszych matematycmych Réwnanie W (a, b, c) = 0 daje teraz ciag réwnosci

tamigtéwek, jego nazwisko automatycznie 1 9 3 3

wréci na liste. Serdecznie zapraszamy! (1) —§ = a(a — b) (a — c) = a(a — (—a)a + bc) = 2a” + abc = 3a°,

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci . . . . . . . . .

uzyskiwania statusu Weterana): i tak samo dla b i c. Tak wiec liczby a, b, ¢ to trzy rézne pierwiastki trzeciego

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), stopnia z liczby —1/27; czyli np.

M. Galecki (5), J. Uryga (4), 1 1 1 1 1 1 1

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal, (2) a=—= b=——(—Z4+ 7\/51 c=——(—Z_- 23

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk, 3’ 3 2 92 ’ 3 2 92 ’

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4), Kl L. ..

P. Kumor (12), P. Gadzidski (7), z dokltadnoscia do permutacji.

K. Jedziniak, J. Olszewski (16),

%- %IGFZg/Pik ((Ai)(j)H'TK;»makai’k Na odwrét, dla kazdej z szeSciu tréjek, uzyskanych przez permutacje tréjki (2),
. letecha N N ozelicz 3 . s e . , ’ . . .« . . .

J. Witkowski (5), W. BednoryL mozna odwrdcié ciag réwnosci (1), i tym samym sprawdzié, ze spelnione jest

B. Dyda (5), M. Peczarski, réwnanie W (a, b, c) = 0 (oraz jego cykliczne odpowiedniki).

M. Adamaszek, P. Kubit (5),

J. Cisto (11), W. Bednarek (6), . T . .

D. Klurpi(el )PA Najman (IG) ) 708. Liczba m* — 1 dzieli sie przez m — 1, wiec i przez d. Wobec

M. Kieza (4), M. Kasperski, nieparzystosci m, liczba k™ + 1 dzieli sie przez k + 1, wiec i przez d. Zatem

K. Dorobisz, A. Woryna, T. Tkocz , . . T .. ,
Y suma tych dwéch liczb, czyli m* 4+ k™ dzieli sie przez d. Z symetrii warunkéw
(jesli uczestnik przekroczyt bariere

i SO PR zadania wynika, ze m”® + k™ dzieli sie takze przez e. W takim razie dzieli sie
punktéw wiecej niz trzy razy, .
sygnalizuje to liczba w nawiasie). przez hCZbQ f = IlWW(d, 6).
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,
A. Daniluk, A. Dzedzej, Z. Galias,

t.. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,
M. Miodek, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

Z. Skalik, S. Solecki, T. Warszawski,

G.

Zakrzewski;

sjednokrotni”: R. M. Ayoush,

S.

Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

. Duch, J. Fiett, P. Figurny, M. Fiszer,

Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,
Hryniewiecki, K. Jachacy,

. Jastrzebski, A. Jézwik, G. Karpowicz,

Klisowski, J. Kraszewski,
Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
Latata, P. Lipinski, P. Lizak,
Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
Matogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

. Mikotajczak, M. Mikucki,

Milczarek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,

Odszedl Andrzej Idzik. To byl szok dla wszystkich — ta tragiczng wiadomoscia
rozpoczal sie rok 2015. Czytelnicy Delty wielokrotnie spotykali jego nazwisko;
korespondowal z czasopismem nie tylko jako uczestnik ligi zadaniowej. Choé

z liga przede wszystkim. W fizycznej byl jedna z czotowych postaci: rozpoczal
udzial w 1996 roku, jedenastokrotnie zdobyt 44p.; dwunastej rundy nie zdotal juz
ukonczyé. Ostatnie prace to byly rozwigzania zadan z numeru 12/2014 (!).

W lidze matematycznej: start w roku 1999, dwie pelne rundy, ostatnie zadania

z numeru 6/2014. Wiele wdzieku mialy jego prace; troche zartobliwej ironii pod
adresem wlasnych nieporadnosci — jak zwykl je nazywac. ..

Karte zalobng musimy kontynuowa¢. Kazimierz Serbin nie Zyje juz od roku
2007, choé¢ wiadomo$¢ o tym dotarta do nas niedawno. Byl wieloletnim
nauczycielem matematyki (w tym licznych olimpijczykéw) oraz dyrektorem
liceum w Sanoku. W lidze matematycznej zostal Weteranem (trzy pelne rundy);
w roku 1995 przystal swoje ostatnie prace ligowe.

EE T
Teraz doroczne omoéwienie wybranych zadan. Za niektorymi kryje sie kawalek ciekawej
matematyki. (WT to wspoélczynik trudnosci, LPR to liczba poprawnych rozwiazain.)

Zadanie 683 [Przystajace okregi k1, k2, punkty przeciecia: A, B; X € k1, Y € ko;

A, B oraz $rodek AB nie leza na prostej XY'; réwnolegtobok X BY Z = okregi (AXZ),
(AY Z) przystaja do ki, k2] (WT = 2,48; LPR = 7). To ostatnie rozwiazanie z ligi
matematycznej, jakie (z pieknym kolorowym rysunkiem) przystal Andrzej Idzik. ..

. Sewartowski, F. S. Sikorski, R. Stowik,
Smolczyk, P. Sobczak, M. Spychata,
Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

NpNZHZE@mZZ 9P p 2R

Inne dobre rozwiazania (S. Bednarek, J. Cisto, P. Duch, J. Olszewski,

J. Garnek, J. Fiett) tez nie réznily sie wiele od firmowego — dostrzezenie paru
rownolegtobokéw, analiza katéw. W niektorych pracach rozumowanie byto bezbledne
w konfiguracji narysowanej przez autora pracy, a w innych wymagato niewielkich

modyfikacji (np. zamiast réwnosci dwoch katéw — dopelnianie do kata péipeinego).
W jeszcze jednej pracy calkiem odmienne rozumowanie, dziatajace w wybranej
konfiguracji, i niestety zalamujace sie¢ przy innej.

Zadanie 688 [Ostrostup prawidtowy SABC;

|AB| = |BC| = |CA| =1; punkty X € SA, Y € SB, Z € SC;
Pixy + Pdyz + Pizx = Piyz; Vsape =?] (WT = 2,08;
LPR = 14). Trzej uczestnicy: J. Cisto, P. Duch,

J. Olszewski siegneli po najbardziej funkcjonalny orez,
rachunek wektorowy. Mozna sie spieraé, czy jest to cos istotnie
odmiennego od trygonometrii (uzytej w firméwce i w pracach
innych uczestnikéw) — ale zapisuje sie krétko: oznaczajac

— — —

SX =u, SY =v, SZ =w, mamy 4P3yy = (ux v)?

(i analogicznie dla $cian SY Z, SZX; podnoszenie wektora
do kwadratu w sensie iloczynu skalarnego), i dalej

4P3yz = ((v—u) x (w— )’ =

= (Z(u X v))2 :4ZP§XY+2VV’

cycl cycl

gdzie W =3 (wxu)-(uxv). Wmysl warunku zadania,
zachodzi réwno$¢ W = 0. Wystarczy teraz zastosowaé znana
tozsamo$é (a x b) - (cxd)=(a-c)(b-d)— (b-c)(a-d), by
po krétkim przeksztalceniu sprowadzié¢ wyrazenie W

do postaci W = chd [lall? - |v]l - lw]| - (t* — ), gdzie t jest
kosinusem kata Scian przy wierzchotku S ostrostupa; ¢t < 1.
Skoro W = 0, wnioskujemy, ze t = 0, czyli krawedzie SA, SB,
SC sa parami prostopadle. Stad juz szybko wynik

Vsapc = 53V2.

Zadanie 690 [a, € N; ap =1, a1 > 1,

ant1 =1+ (a1...an)/a|ns2); bn = 1/(ant1a)0/2)) =
bi+by+bs+...€ Q] (WT =245; LPR = 9). Nietrudne
zrobione przez o$miu uczestnikéw; wszyscy po prostu obliczyli
sume tego szeregu, réwng 1/a1 (to liczba wymierna, skoro

a1 € N). Stanistaw Bednarek udowodnil, ze — nieco ogdlniej
— jesli ciagi liczb rzeczywistych dodatnich (an), (An) sa
zwiazane zaleznoscig rekurencyjng an+1 = 1+ (a1 ...an)/An,
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przy czym An(ans1 — 1) — 0o, wéwcezas szereg » | by,
o wyrazach b, = 1/(Anan+1) ma sume réwna 1/a;.

Zadanie 694 [Dlan € N: a(n) = min{|n — k*|:
S(n)=a(l)+...+a(n); f(n) =S(n)/n =
Vm € N: m = f(n) dla doktadnie trzech n] (WT = 2,95;
LPR = 4(77)). £. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski
(oraz, z luka, W. Tobis) przyslali rozwiazania nie rézniace
sie istotnie od firmowego. Autor zadania, Przemystaw
Grabowski, proponowal nieco inny sposéb postgpowania:
eksperymentujac, tatwo znalezé (dla ustalonego m) trzy
rozwigzania réwnania f(n) = m, mianowicie n = 9m? — 1,
n = 9m? & 2m. To, ze nie ma innych, mozna uzasadnié,
wyznaczajac przedzialy monotonicznoéci i lokalne ekstrema
funkcji f(n); szkic wykresu ponizej.

k € N};

2"5 e

15}

0,5

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Jest to niezbyt trudne, ale klopotliwe (J. Cisto, J. Fiett —
luki uzupelnialne). Metode posrednig wybral T. Wietecha —
rozwiazanie petne, cho¢ rozbite na liczne przypadki; za to
praca zawiera, jako zalacznik, tabele wartosci f(n)

(z doktadnoscia 10™%), recznie wypisana, dla n < 106.
Skwapliwie skorzystaliSmy z tej pomocy, sporzadzajac
wykres :)



Ciekawostka: ciagu S(n) nie udato sie znalezé w OEIS (The
Online Encyclopedia of Integer Sequences). A ciag
f(n) = S(n)/n tadny, jak widaé¢ z obrazka.

Zadanie 696 [Wyznaczy¢ max{n : In punktéw

na plaszczyznie, ktérych kazde trzy rozpinaja tréjkat
réwnoramienny}] (WT = 2,86; LPR = 5). Ciekawa geometria
kombinatoryczna. Rozwigzanie prawie identyczne z firmowym
przedstawil Janusz Fiett. Bardziej uciazliwie, ale zasadniczo
poprawnie (liczne przypadki): Janusz Olszewski, Tomasz
Wietecha. Natomiast dwaj uczestnicy zwrocili uwage, ze
zagadnienie jest znane — Jerzy Cislo wskazal rozwiazanie:

P. Erdés, L. M. Kelly (Problem E735, The American
Mathematical Monthly, vol. 54, no. 4, pp. 227-229, 1947);

ten sam odsytacz dat Piotr Kumor, od ktérego ponadto
dowiedzieliSmy sie o analogicznym zagadnieniu

w przestrzeniach wyzszych wymiaréw, rozwigzanym

w pracach: H. Kido Classification of isosceles eight-point sets
in 3-dimensional Euclidean space (European J. of
Combinatorics, vol. 27, no. 3, pp. 329-341, 2006) oraz H. Kido
On Isosceles Sets in the 4-Dimensional Euclidean Space
(Hindawi Publishing Corporation, Intl. J. of Combinatorics);
http://www.hindawi.com/journals/ijcom/2010/803210/

W R? (nasze zadanie) szukane maksimum wynosi 6 i jest
realizowane przez wierzchotki pieciokata foremnego i jego
$rodek. Z prac Kido wynika, ze w R® maksimum wynosi 8,

w R* za$ 11; realizacja w R®: bieguny i $rodek sfery oraz
wierzcholki pieciokata foremnego na réwniku (trzeba dopuscié
Jtrojkat” zdegenerowany do trojki wspotliniowej).

Zadanie 700 [Czy Vg: N> N (zg(1)=1)3f: N— N
Vm,ne€N: (f(n) =2gn)) & (mLn=

f(mn) = f(m)f(n)) ?] (WT = 2,75; LPR = 5). Konstrukcja
funkcji f identyczna, jak w rozwigzaniu firmowym:

S. Bednarek, J. Cislo, J. Fiett, &.. Garncarek,

P. Kumor.

Zadanie 702 [F,(t) =t" 4 (t + 1) = istnieje

nieskonczenie wiele n € N, dla ktérych réwnanie

Fon(x) = F,(y) nie ma rozwiazan catkowitych x,y > 1]

(WT = 3,44; LPR = 2). To sie zaczelo przed éwieréwieczem.
Marcin Mazur, wéwczas doktorant w Instytucie
Matematyki UW, postawil hipoteze, ze dla n > 2 réwnanie
Fon(2) = Fo(y) nie ma rozwiazan (z,y) € Z?, w ktérych

|z| > 1 lub |y| > 1. Potrafil wykazaé, ze jesli (dla

ustalonego n) takie rozwiazania istnieja, to jest ich tylko
skonczenie wiele — i taka teze zaproponowal dla naszej ligi.
Zadanie ukazalo sie z numerem 194 (Delta 8/1989;
rozwiazanie autora: Delta 5/1992). Nawet tak okrojona tresé
okazala sie za trudna dla é6wczesnych uczestnikéw. Jako
jedyne w historii ligi otrzymalo WT = 4,00. Roczne
oméwienie tego zadania zaczynalo si¢ stowami: Ten rekord
jest juz mie do pobicia. . .

Eksploracje problemu podjat niedawno Piotr Kumor,
uzyskujac wynik, ktéry zaproponowat jako obecne

zadanie 702. I on, i redaktor ligi, byli przekonani, ze
przypomnienie zadania 194 (przy podaniu tresci zadania 702)
stworzy jedyna szanse, by ktokolwiek je rozwigzal. Dwaj
uczestnicy sprostali wyzwaniu. Obaj wykazali, ze réwnanie
nie ma rozwigzan, gdy n > 2 jest liczbg pierwszq. Rozwiazanie
firmowe tez wskazuje te sama serig; metoda z rozwigzania
zadania 194 jest przydatna (fragment tamtego rozwiazania
zostal skopiowany w ,firméwce” 702).

Janusz Olszewski odnalazt 6w numer archiwalny i powotat
sie na szacowanie, uzyte w tamtym rozwigzaniu. Jerzy Cisto
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nie odnalazl owego numeru i zrobil zadanie od zera (ta sama
metoda) — przy okazji zauwazajac, ze teze zadania 194 takze
uzyskal. W latach 1986-2000 pan Jerzy w lidze nie brat
udziatu; widaé, ze gdyby bral, zadanie 194 mialoby

WT <4 ()

Piotr Kumor kontynuuje badanie tego réwnania. Znalazt
inne nieskonczone serie wyktadnikéw n, dla ktérych brak
rozwiazan. Uzyskal dalsze interesujace wyniki, ukazujace
dwoista (analityczno-algebraiczng / teorio-liczbowa) nature
problemu: jedli n > 2 oraz (z,y) € N? jest rozwigzaniem, to
réznica r = y — (2 4+ ) speknia nieréwnosé

vn+1—-2<r< (n—2)/2,

przy czym dla ustalonej wartos$ci r moze istnieé¢ co najwyzej
jedno rozwiazanie; jesli ponadto n > 3 jest liczba nieparzysta,
to roznica r dzieli sie przez iloczyn wszystkich liczb
pierwszych p takich, ze p — 1 jest dzielnikiem n — 1; te wyniki
daja znaczace oszacowanie liczby (ewentualnych) rozwigzan.
Dalsze wyniki: jesli iloczyn, wzmiankowany w ostatnim zdaniu,
przekracza (n — 3)/4, to réwnanie ma nie wigcej niz jedno
rozwiazanie; a gdy przekracza (n — 3)/2, rozwiazan nie ma.

No, ale czy dla jakiegokolwiek n > 2 rozwigzania z z,y > 2
w ogble istnieja? Problem nadal otwarty. . .

Zadanie 703 [Czworokat wypukly ABCD, <A = xC < 90°;
PeAB™,Q € AD™,|CP|=|CQ|=|CA| =

|PQ| < obwdd(AABD)| (WT = 3,00; LPR = 4).

L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski — firmowo.
Stanistaw Bednarek — inaczej, i bardzo efektownie:
budujemy romby ACPC,, ACQC, (wigc |BC1| = |BC|,
|DC3| = |DC|); powstal réwnolegtobok C1 PQC2, a zatem

|PQ| = |C1Ca| < |C1B| + |BD| + |DCs| = obwéd(ACBD).

Teza? Nie — bo to nie ten trdjkat.

No to zamieniamy rolami punkty A i C. Na pélprostych
CB™, CD™ znajdujemy punkty P’, Q" tak, by okrag
(CP'Q’) mial érodek A (podobnie jak okrag (APQ) mial
$rodek C). Z konkluzji poprzedniej czesci wnosimy, ze

|P'Q'| < obw6d(AABD). Ale |P'Q’| = |PQ)|, bo to cigciwy
przystajacych okregéw (APQ), (CP'Q"), podpierajace réwne
katy wpisane PAQ, P'C(Q’. Teraz to juz naprawde teza — i to
wzmocniona: |PQ)| nie przekracza obwodéw obu tych
tréjkatéw (ABD i CBD).

Autor tej ciekawej pracy zwrdcil ponadto uwage, ze w tresci
zadania AB™, AD™ nalezy rozumieé jako pélproste otwarte,
tj. bez punktu A (gdyby dopusci¢ mozliwoséé P = A lub

Q@ = A, punkt C przestaje by¢ srodkiem okregu (APQ) i teza
sie zalamuje — o przyklady nietrudno).



