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713. Dany jest czworokat wypukly ABC D, w ktérym boki AB i C'D nie sa
rownolegle. Rozwazamy okrag, przechodzacy przez punkty A i B, styczny
do prostej C'D w punkcie P oraz okrag, przechodzacy przez punkty C'i D,
styczny do prostej AB w punkcie Q. Zaktadamy, ze punkty P i @ leza na
odcinkach C'D i AB oraz ze wspélna cieciwa tych okregéw przechodzi przez
srodek odcinka PQ. Udowodnié, ze proste AD i BC' sa réwnolegle.

714. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej m > 1

(a) Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele par réznych liczb naturalnych m, n,

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
703 (WT = 3,00) i 704 (WT = 1,05)
z numeru 6/2015

spelniajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n.
(b) Czy istnieje para liczb naturalnych wzglednie pierwszych m,n > 1,
spelniajacych réwnanie d(m)/m = d(n)/n?

Zadanie 714 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Pawel Najman Krakéw 42,85

Marek Spychata Warszawa 42,75

Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 38,86

Jedrzej Garnek Poznan 37,64 s H 2

Kazyostof Mariarz Koakow 35,37 Rozwigzania zadan z numeru 9/2015
Jerzy Cisto Wroctaw 35,00 . /. .

Janusz Fiett Warszawa 34,33 Przypommamy tresc Zadan:

Franciszek S. Sikorski Warszawa 33,77

705. Niech Ag bedzie ustalonym wierzchotkiem (n+1)-kata foremnego. Numerujemy pozostale

wierzchotki Ay, ..., A, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu bokowi A;A; przyporzadkowujemy liczbe

|¢ — j|. Niech S bedzie sumg n + 1 liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej

liczby naturalnej n:

(a) Obliczyé¢ najmniejsza osiggalng warto$é¢ sumy S.

(b) Wyjaénié, ile jest sposobéw ponumerowania n wierzchotkéw (poza Ag)
owag minimalna wartosc.

przy ktérych S osiaga

706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje wielomian W stopnia n,
o wspoéltezynnikach catkowitych, ze wspoétczynnikiem wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie
W(z)? =1 ma 2n pierwiastkéw catkowitych (niekoniecznie réznych).

705. (a) Pewien wierzcholek otrzymuje nazwe A,,. Idac
od Ay do A,, wzdluz brzegu wielokata, w wybranym
kierunku, mijamy kolejno wierzchotki 4;,,...,A4;,.
Przechodzimy przez A,,, dalej mijamy wierzchotki
Ajy, ... A, 1 wracamy do Ag. Numery i1,...,%; oraz
J1y- -, Jm tworza permutacje zbioru {1,...,n—1}. Liczby,
przyporzadkowane wszystkim bokom, sumuja si¢
do wartosci
S = (10— ix| +|ix —d2| + ... + lik—1 — ix| + ik — n|) +
+ (In = g1l + 1 = dol + -+ lm—1 — Jim| + jm — 0]) >

>n+n=2n.
Rownosé w tym szacowaniu jest osiggalna; ma ona miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy i1 < ... <ip oraz j; > ... > jm.
Zatem 2n to szukane minimum.

(b) Zbiér I = {iy,...,ix} moze byé dowolnym podzbiorem
zbioru {1,...,n—1} (réwniez pustym, wtedy pierwszy
sktadnik rozpisanej sumy S ma postaé |0 — n|). Zauwazmy
teraz, ze juz sam wybor zbioru I determinuje
ponumerowanie, realizujace rownosé S = 2n; liczby

ze zbioru I, uporzadkowane rosnaco, trzeba przypisaé
kolejnym wierzcholkom (przy obieganiu wielokata od Ag
w wybranym kierunku), nastepny wierzcholek trzeba
nazwaé A,, a dalszym wierzcholkom daé¢ niewykorzystane
numery, uporzadkowane malejaco.

Konkluzja: jest tyle mozliwosci optymalnego
ponumerowania n wierzchotkéw, ile podzbioréw ma zbior
{1,...,n—1}, to znaczy 2"~ 1.

706. Przykladami wielomianéw, o jakich mowa, stopni
n =1 oraz n = 2, moga byé W(x) = x oraz

W(z) = 22 + 2 — 1. Wykazemy, ze nie istnieje wielomian
o podanych wlasnosciach, stopnia n > 3.
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Przypusémy, ze W jest takim wielomianem. Zestaw
wszystkich 2n pierwiastkéw wielomianu W (z)2 — 1
rozdzielamy na ciag a; < ... < a, pierwiastkow wielomianu
W(z) — 1 oraz ciag (1 < ... < 3, pierwiastkéw wielomianu
W(x) + 1. Wowczas

n n
1) J[e-a)-]]@-8) =

i=1 i=1
Podstawiajac « = 3, mamy [}, (8, — a;) = —2, skad
wynika, ze najmniejszy z czynnikéw tego iloczynu jest
liczba ujemna: £, — a, < 0. Wobec tego «, jest liczba
wieksza od wszystkich ;. Widzimy ponadto, ze liczby «;
nie moga by¢ wszystkie réwne, bo liczba —2 nie jest
iloczynem n réwnych liczb catkowitych. Zatem a; < ay,.

(W (z)—1)= (W (2)+1) = —2.

Podstawiajac z kolei w réwnaniu (1) = «,, dostajemy
[T, (an — B;) = 2. Jest to iloczyn dodatnich liczb
catkowitych; najwigksza musi by¢ dwdjka, a pozostate
jedynkami — to znaczy,

(2) bi=a,—2; [Bi=a,—1 dlai=2,...,n.
Wracamy do réwnania (1) i podstawiamy = = aq;
otrzymujemy réwnos¢ 7" (a1 — ;) = 2. Zgodnie

ze wzorami (2), przepisujemy ja w postaci

(3) (1 —ap +2) (a1 —a, + )" =2

Skoro n — 1 > 2, czynnik (a3 — v, + 1) musi by¢ réwny +1.
Gdyby byl réowny 1, znaczyloby to, ze oy = au,, whrew
wezes$niejszemu spostrzezeniu. Gdyby byl réwny —1,

w pierwszym nawiasie wzoru (3) mieliby$my 0. Réwnosé (3)
doprowadzita do sprzecznoéci.

Wielomiany o postulowanych wlasnosciach istnieja wiec

tylko dla n =11 n = 2. (Nietrudno znalez¢é ich ogdlna
postaé — zostawiamy to jako éwiczenie).



