Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:

31 XII 2015

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

697 (WT = 1,72) i 698 (WT = 2,03)
z numeru 3/2015

Warszawa 42,75

Marek Spychata
Fukasz Garncarek
Grzegorz Karpowicz
Pawel Najman
Krzysztof Maziarz
Jedrzej Garnek

Opole
Wroctaw
Krakéw
Krakéw
Poznan

41,73
37,05
36,92
35,37
34,89

Zadania z matematyki nr 707, 708
Redaguje Marcin E. KUCZMA

707. Niech W(x,y,z) = 1+ 9z(x — y)(z — z). Znalezé wszystkie tréjki liczb
zespolonych a, b, ¢, dla ktérych spelnione jest réwnanie

W(a,b,c) = W(b,c,a) = W(c,a,b) =0.

708. Dane sg dodatnie liczby catkowite nieparzyste k, m. Niech
d=nwd(k+1,m—1),e=nwd(k —1, m+1), f = nww(d, e). Dowies¢, ze liczba
k™ 4+ mF dzieli sie przez f.

Zadanie 708 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

703. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym katy wewnetrzne przy wierzchotkach A
oraz C sa réwne, przy tym ostre. Punkty P, Q, lezace odpowiednio na pélprostych AB™, AD™,
sg wyznaczone przez warunki |CP| = |CQ| = |CA|. Wykazaé, ze dlugo$é odcinka PQ

nie przekracza obwodu tréjkata ABD.

704. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A oraz najmniejsza liczbe B, takie ze dla kazdej czwérki liczb
rzeczywistych a, b, ¢, d spelniona jest nieréwnosé

A-((1,2+h2+(32 +r12) < ab+ 2bc+ cd < B»(a2 +b2 +r72+d2).
703. Z warunkéw zadania wynika, ze punkt C lezy wewnatrz tréjkata APQ (jest
to bowiem srodek okregu opisanego na tym trdjkacie, lezacy w obrebie kata
ostrego PAQ). Oznaczmy katy tego tréjkata: | PAQ| = «, |XAPQ| = 5,
| X AQP| = ; ponadto niech |[XACB| = ¢, |XACD| = v; z zalozenia o = ¢ + 1.
Na bokach CP i CQ czworokata (wklestego) APCQ budujemy,
po zewnetrznej jego stronie, tréjkaty CPX i CQY, przystajace
odpowiednio do tréjkatow CAB i CAD:
PX|=|AB|, |CX|=|CB|, |«PCX|=p,
|QY|=[AD], [CY[=|CD|, [€QCY[=¢
(rysunek przedstawia sytuacje, gdy punkt B lezy miedzy A i P, za§ D
miedzy A i Q; ale przy innym uporzadkowaniu punktéw, na jednej lub
drugiej z tych prostych, rozumowanie nie wymaga zadnych zmian).
Skoro
|XACX|=|xACP|+ |<PCX| =27+ ¢,
|[XACY |=|xACQ| + [XQCY| =28+ 9,
zatem
[XXCY|=360°-28—-2y—(p+v¢)=2a—(p+¢) =
7 uzyskanych réwnosci wynika, ze trojkat C XY jest przystajacy do tréjkata
CBD, wobec czego | XY| = |BD], i otrzymujemy teze¢ zadania:
|AB| +|BD| + |DA| = |PX| + | XY |+ |YQ| > |PQ|.
704. Przyjmijmy oznaczenia: ¢ = va2 + d2, r = Vb? + ¢2,
S=ab+2bc+cd, U=a’>+b+2+d*=¢+r%
Poniewaz |2bc| < 72 oraz |ab + cd| < qr (nier. Cauchy’ego—Schwarza), zatem
S| <r? +qr=r(g+r).
Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy S # 0 (wiec (g + 1) > 0). Wowczas
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To znaczy, ze postulowana nieréwnos$¢ podwoéjna AU < S < BU zachodzi
ze stalymi A = —(v/2+1)/2, B = (v/2+1)/2 (dla S = 0 oczywiscie tez).
Biorac teraz np. b=c =1, a = d = v/2 — 1, uzyskujemy réwnosé¢ S = BU
(z podana stala B); za$ zmieniajac znak w a i ¢, dostajemy réwnosé S = AU
(z podana stala A). Znalezione stale sa wiec optymalne.
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