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® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwoéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczb¢ oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choc¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
Termin nadsylania rozwigzan: i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
30 XI 2015 jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M Zadania z matematyki nr 7057 706

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

695 (WT = 1,77) i 696 (WT — 2,86) Redaguje Marcin E. KUCZMA
z numeru 2/2015 . . . .
) 705. Niech Ap bedzie ustalonym wierzcholkiem (n+1)-kata foremnego.
Janusz Olszewski Warszawa 44,85 . . . . . , . .
Wojciech Tobis Praszka 4421  Numerujemy pozostale wierzcholki Ay,..., A, w dowolnej kolejnosci. Kazdemu

Marck Spychala — Warszawa 42,75 hokowi A; A; przyporzadkowujemy liczbe |i — j|. Niech S bedzie suma n + 1
Lukasz Garncarek Opole 37,98 . . . 1e .
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 3705  liczb, przyporzadkowanych wszystkim bokom. Dla zadanej liczby naturalnej n:

Krzysztof Maziarz Krakéw 35,37

Jedrzej Garnek Pozman 3489 (&) Obliczyé najmniejsza osiggalna warto$é sumy S.

Pawel Najman Krakéw 33,64 (h) Wyjaénid, ile jest sposobéw ponumerowania n wierzchotkéw (poza Ap),
Janusz Olszewski — nazwisko moze znane przy ktél‘yCh S Osj@ga owg minimaln@ wartosé.
uczestnikom ligi i czytelnikom Delty?
To po raz szesnasty, jakby co. 706. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych istnieje
Nowy za$ w szeregach Klubu 44 M: el . . 51 ikach Heowi h 51 iki
Wojciech Tobié — to juz numer 126, wielomian W stopnia n, o wspélczynnikach calkowitych, ze wspélczynnikiem

wiodacym réwnym 1, i taki, ze réwnanie W (x)? = 1 ma 2n pierwiastkéw
calkowitych (niekoniecznie réznych).

Zadanie 706 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2015

Przypominamy tre$¢ zadan: Funkcja F), jest rosnaca; stad y > z2 + z. Skoro zas
2 _ D . 2
701. Niech n bedzie ustalong dodatnig liczbg nieparzysta. Wyznaczyé & t+r=y (mOd p), Wlelmy, zey =2z +x+p. A zatem
najwigksza mozliwg licznosé zbioru zlozonego z liczb calkowitych Fp(y) > Fp(:p2 +x +p). Aby uzyskaé oczekiwana sprzecznosé,
dodatnich, mniejszych od 3n, w ktérym kazde dwa rézne elementy wvstarczy wvkazaé. ze
majg i réznice, i sume rézna od n. Y y Wy ’ 5
702. Niech F,,(t) =t" 4+ (t + 1)". Udowodni¢, ze istnieje (1) FP(I tz +p) > in"(w)'
nieskonczenie wiele liczb catkowitych n > 1, dla ktérych réwnanie Oznaczmy: = + % = z; wtedy 22 +x= 22— % > 22 %
F5,(z) = Fpp(y) nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych z,y > 1. Ponownie korzystajac z wypuklodci funkcji °, mamy
k)
. . . sz . . s 42 P
701. Liczba n jest nieparzysta, zatem zbiér wszystkich liczb nieréwnosé Fy(t) > 2(t + %) . Wobec tego

parzystych, mniejszych od 3n, ma wtasnos¢, o ktéra chodzi. Jest (2) »
ich (3n — 1)/2. Wykazemy, zZe jest to najwigksza mozliwa licznos¢. 1 P _
( )/2- Wy Y 2€ jwig Fy(e®+a-p) > F, (227§+p) - 2(22+p) —2%° <£) S22k
Rozbijamy zbiér {1,...,3n—1} na rozlaczne pary: 7 drugiel st b—o
rugiej strony,
{1,%—1}, {2,71—2}, R {(n_l)/27(n+1)/2}7 (3) 81 Y
{n,2n}, {n+1,2n+1}, ..., {n+(n-1),2n+ (n—1)}. 1\ 2P 1\ 2P Ld 2\ op_on [1)2F
, . sz(ﬂ:):(z—f) +(z+7) :22 2P <7) .
W gérnym rzadku mamy (n — 1)/2 par, w dolnym n par; razem 2 2 2k 2
k=0

(3n — 1)/2 par. Zbiér o wigkszej licznosei (zawarty L » . i = . )
Nieréwnosé (1) bedzie udowodniona, jesli pokazemy, ze

w {1,...,3n—1}) musi zawiera¢ jedna z wymienionych par. Ale R ) ) ” ’ .
w kazdej parze albo suma, albo réznica elementéw jest réwna n. Wyrgzgrélku Po prawej _St_FOIIIC (2) WSpO.czynmk Sf/‘,O‘]qu .
Stad nasza teza przy z-P jest nie mniejszy niz analogiczny wspoélczynnik

w wyrazeniu (3); czyli, ze
702. Pokazemy, ze gdy p jest nieparzysta liczba pierwsza, 1
réwnanie Fby,(z) = Fp(y) nie ma rozwiagzan w liczbach (4) ap == (4p)k P\ (2 >1 dlak=0,...,p.
caltkowitych dodatnich. kJ\2k

Przypus$émy, ze para liczb catkowitych z,y > 1 jest Latwo przerachowac, ze
k1 4p (2k + 1) S 4p

rozwiazaniem. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata, -
2p — 2k —1 2p
P =% 1) = 42 12 (mod p), Ok
2p(2) = @ p+ (@+ )p v+ (@+1) (modp) Stad 1 =ap < a1 < ... < ap; oszacowanie (4) gotowe, dowdd
Fpy)=y"+@+1)"=y+(y+1) (modp). zakoniczony.
Jesli wige Fap(x) = Fy(y), to 222 + 2z = 2y, czyli
2?42z =y (mod p).

> 1.

Przypominamy komentarz, towarzyszacy tresci zadania
(prop. Piotr Kumor): jest to kontynuacja dawnego zadania 194
Z wypuktosci funkeji ¢+ ¥ (w zbiorze liczb dodatnich) wynika  (prop. Marcin Mazur) z teza: dla n > 2 badane réwnanie ma

nieréwnosé w liczbach calkowitych co najwyzej skoniczenie wiele rozwiazan —
2\P 2 P . . . )
Fp(y) = Fop(z) = (= ) + Sl‘ + 2z + 1) > oraz zasygnalizowanym problemem: czy to réwnanie w ogéle ma
> (2% + x) + (xZ +z+ 1)p = Fp(a:2 + ). rozwiazania poza trywialnymi (|z|, |y| < 1)?

22



