LXVI Olimpiada Matematyczna

W LXVI Olimpiadzie Matematycznej uczestniczyto 895 ucznidéw, wiec az

0 272 osoby mniej niz rok wczesniej, do zawodéw stopnia drugiego
zakwalifikowano 409 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego — 126 uczniéw.
Wiele 0s6b, w tym nizej podpisany, uznato, ze zadania domowe byty za trudne
i nie zachecaly uczniéw spoza szk6! o duzych tradycjach olimpijskich (a raczej
uczniow nauczycieli, ktérzy ucza matematyki, a nie tylko przygotowuja

do zdania matury) do startowania w tych zawodach.

Niektore okregi obnizyty zwyczajowe progi dopuszczenia do zawodéw drugiego
stopnia, ale i tak zakwalifikowano do nich o 98 os6b mniej niz rok wczeséniej.
Komisja zadaniowa OM starala sie wzia¢ pod uwage te czynniki. Jako czlonek
tego gremium uznaje, ze zadania na zawody drugiego i trzeciego stopnia

nie byly za trudne.

Liczby zadan ocenionych na 6 lub

5 punktéw w drugim stopniu:

pierwsze — 330, drugie — 112,

trzecie — 154, czwarte — 217, pigte — 141
i széste — 30.

Liczby zadan finalowych ocenionych na
6 lub 5 punktéw: pierwsze — 100,
drugie — 33, trzecie — 21, czwarte — 50,
piate — 19, a széste — 26.

Najtrudniejsze z zadan finatowych bylo zadanie piate,

z planimetrii, cho¢ spodziewaliémy sie, ze bedzie nim
zadanie trzecie, z kombinatoryki. Co wiecej, w czasie
omawiania rozwiazan tuz po zawodach dwoch bytych
olimpijczykow przedstawito swe rozwiazania tego zadania
wykorzystujace wiele twierdzen, czesto nieznanych
wiekszosci stuchajacych.

Oto tre$é¢ zadania: Dowiesé, Ze przekgtne wypuktego
czworokgta sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy
wewnglrz tego czworokgta znajduje sie punkt, ktorego
rzuty prostokgtne na boki czworokqta sq wierzchotkamsi
prostokgta.

Podam jego ,antygeometryczne” rozwiazanie. Drobne
luki Czytelnicy wypelnia, jesli zechca, sami.

Zalézmy, ze rzuty punktu P na boki czworokata ABCD
tworza prostokat i obierzmy uktad wspoétrzednych tak,
by P = (0,0) byl jego poczatkiem, a osie byly
rownolegte, odpowiednio, do bokéw prostokata. Niech
rzutem P na AB bedzie punkt @ = (a,b), na bok BC

— punkt R = (¢,b), na bok CD — punkt S = (¢, d)

a na bok DA — punkt T' = (a,d), przy czym

a,b> 0> c,d. Prosta AB jest prostopadla do wektora
(a,b), wiec ma réwnanie ax + by = a? + b?. Podobnie
réwnaniami prostych BC', CD i DA sa odpowiednio
cx+by=c2 4+, cx+dy=c?+d*iax+dy =a®+d>%
Proste ax + by = a® + b? i cx + by = ¢ + b? przecinaja
sie w punkcie (a + ¢, bz;ac), wiec B = (a + ¢, b2;“).
Podobnie €' = (€24 b+ d), D = (a + ¢, £59¢)

iA= (@, b+ d). Prosta AC' jest réwnolegta

do osi OX, a prosta BD — do osi OY, wiec przekatne
prostokata ABC'D sg prostopadle.

Czysto geometryczne rozwigzanie mozna
obejrzeé na stronie
http://www.om.edu.pl/sites/default/
files/zadania/om/om66_3r.pdf.

wspolrzednych.

20

Do finatu dopusciliSmy tych uczniéw, ktorzy uzyskali co najmniej 19 punktéw,
co oznacza rozwiazanie 3,5 zadania (np. 26 + 5 + 2). Obnizenie progu
do 18 punktéw oznaczaloby dopuszczenie dodatkowych 22 0s6b do finatu.

Zadania finalowe dobrze rozréznity czoldéwke: tym razem ustalajac sklady
reprezentacji Polski na Olimpiad¢ Miedzynarodowsa i inne zawody, nie musieli$émy
korzystaé¢ z wynikéw zawodéw okregowych. Tylko 9 finalistéw (okoto 7%)
nie rozwiazalo zadnego zadania (w drugim stopniu bylo to 30 0séb (okolo 7,4%)).

Z kolei gdy czworokat ABC D ma prostopadle przekatne,
mozemy umieéci¢ go tak, by mial wierzchotki na osiach:
A = (a,0), B=(0,b), C =(c,0)1 D =(0,d). Z juz
udowodnionego wiemy, ze jesli rzuty pewnego punktu
tworza prostokat, ma on boki réwnolegte do osi.
Roéwnaniem prostej AB jest £ + ¥ = 1, bo spelniaja je
wspoélrzedne punktow A i B. Analogicznie réwnaniami
prostych BC, CD i DA s3 odpowiednio £ 4 ¥ =1,
L4+%=1i2+4+%=1 Niech @ = (t,b(1—- 1)),

Ry = (5,0(1=2)), S = (5,d(1=2)),

T, = (t,d(1 — L)) — wyliczone zostaly kolejno
wspolrzedne tych punktéw w zaleznosci od pierwszej
wspotrzednej punktu @; oznaczonej litera ¢ tak, by
punkt Q; lezal na prostej AB, punkt R, — na BC,
punkt S; — na BC, punkt T} — na DA. Znajdziemy taki
punkt Py = (p, q), ze odcinek P;Q; bedzie prostopadly
do prostej AB, a odcinek P;R; — prostopadly do
prostej BC'. Spelnione maja by¢ réwnosci
(p—t)-1—(q—b+2) -2 =0oraz

(p—%t) - % — (q—b+ %)~%=0. Wynika z nich, ze
p=tteig= b—l—t%. W taki sam sposéb
znajdujemy taki punkt P, = (p, q), ze P,T; L AD

i PyS; LAD: p=140 =pig=d+ 2L
Obliczymy t z rownania ¢ = §:

_ ,(ac=b*)d—(ac—d?)d __ , (ac+bd)(d—b)
d—b=t abd =t abd ’

abd
ac+bd "

L _ _ (bd(atc) ac(b+d)
P'_Pd_PQ_ ( ac+bd ’ ac+bd )

Rzutami punktu P na proste AB, BC, CD i DA sa punkty

zatem t = Dla tego t otrzymujemy

— _ abd abe o _ bed abc
Q T Qt - (abczbd’ achdbd)’ R:= Ry = (ac;rdbd’ ac«tjbd)’
A _ c ac ._ _ a ac
Si= St - (ac+bd7 ac+bd)’ T:= Tt - (ac+bd7 ac+bd)'

Jedyna trudnoécia w tym rozwiazaniu jest wybranie ,dobrego” uktadu
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