Klub 44

VE1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
693 (WT = 1,72) i 694 (WT = 2,95)
z numeru 1/2015

Marek Spychata Warszawa 42,75
Wojciech Tobis Praszka 42,44
Janusz Olszewski Warszawa 40,50
Yukasz Garncarek Opole 37,98

Grzegorz Karpowicz Wroctaw 37,05
Krzysztof Maziarz  Krakéw 35,37
Pawel Najman Krakéw 33,64
Jedrzej Garnek Poznan 33,12
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Rozwigzanie zadania F 886.

Okres wahadla T'= N/ f, a stad jego
dhugo$é L = gN?/4x? f? ~ 1 m. Diugosé
obrazu wahadla jest wiec znacznie
mniejsza od jego dlugodci rzeczywistej
(L' < L). Oznacza to, ze poszukiwana
odlegto$¢ D od kamery do wahadta
wielokrotnie przewyzsza ogniskowa
obiektywu (D > F). Stad z kolei
wynika, ze obraz wahadla znajduje sie
bardzo blisko ogniska obiektywu, a wiec
odlegto$é od obiektywu do kliszy,

na ktoérej powstaje obraz, jest

w przyblizeniu réwna F. Stad wynika,

ze L/D ~ L'/F, czyli
D~ FL/L = FgN?/4x*f°L' ~ 7 m.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2015
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

699. Cztery rézne punkty na plaszczyznie wyznaczaja szes¢ odcinkéw. Zatézmy, ze trzy sposréd
tych odcinkéw maja jednakowa diugos¢ a, zas$ pozostale trzy maja jednakowsa diugosc b,
przy czym a < b. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci stosunku b/a.

700. Czy dla kazdej funkcji g: N — N, spelniajacej warunek g(1) = 1, istnieje funkcja f: N — N,
spelniajaca warunki f(n) > g(n) dla n € N oraz f(mn) = f(m)f(n) dla kazdej pary liczb
wzglednie pierwszych m,n € N? (N to zbiér wszystkich liczb catkowitych dodatnich).

699. Jezeli trzy odcinki jednakowej dtugosci tworza tréjkat, to pozostate trzy
odcinki (tez jednakowej dlugosci) spotykaja sie w pozostalym z czterech danych
punktéw, ktéry wobec tego musi byé érodkiem owego trojkata rownobocznego.
W tym przypadku b/a = v/3, i jest to jedna z mozliwych wartoéci rozpatrywanego
stosunku. Dalej przyjmijmy, ze nie pojawia sie trojkat réwnoboczny. Trzy odcinki
dlugosci a tworza wéwcezas tamana (nie zamknieta), i tak samo trzy odcinki
dlugosci b. Mozna tak ustali¢ oznaczenia A, B, C'; D danych punktéw, by

|AB| = |BC|=|CD|=a, |BD|=|DA|=|AC|=0.
W tréjkacie réwnoramiennym ABC podstawa AC jest dluzsza niz ramiona.

W tréjkacie rownoramiennym ABD podstawa AB jest krotsza niz ramiona.
Zatem |XBAC| < 60° < |XBAD|.

Odcinek AD jest wspélnym bokiem przystajacych tréjkatéw rownoramiennych
ABD oraz ACD (o podstawach AB, CD). Te tréjkaty musza byé polozone
symetrycznie — albo wzgledem $rodka odcinka AD, albo wzgledem symetralnej
tego odcinka. W pierwszym z tych przypadkdéw powstatby réwnolegtobok
ABDC; to jednak nie jest mozliwe, skoro kat BAC' jest mniejszy od kata BAD.

W drugim przypadku tworzy si¢ trapez réwnoramienny ABCD o podstawach
AD (dtuzszej) i BC (krétszej). Pélproste AB™ i DC™ przecinaja sie¢ w punkcie,
ktéry nazwiemy K. Tréjkaty réwnoramienne ADB i BKC maja réwne
podstawy (|AB| = |BC| = a) i réwne katy przy podstawie (|<BAD| = |XCBK])
— sa wiec przystajace. Stad |BK| = |AD| =b. Tr6ojkat BKC jest ponadto
podobny do AK D. Otrzymujemy proporcje

|AD|  |AK]| I b _a+b
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Stosunek A\ = b/a spetnia zatem réwnanie A = A~! + 1, ktérego jedynym
dodatnim pierwiastkiem jest A = (1 + v/5)/2. Realizacje tej wartosci
uzyskujemy, biorac jako A, B, C, D cztery wierzcholki pieciokata foremnego.

Stad odpowiedz: mozliwymi wartoéciami stosunku b/a s liczby v/3 oraz

(1++5)/2.

700. Tak, dla kazdej funkcji g tatwo wskazaé¢ funkcje f o wymaganych
wlasnosciach. Niech (ar) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich poteg liczb
pierwszych:

(ay,a2,as,...) = (2,3,4,5,7,8,9,11,16,...) = (2,3,22,5,...).
Funkcja f (o wlasnosdci f(mn) = f(m)f(n) gdy nwd(m,n) = 1) jest wyznaczona
przez ciag wartosci f(a); za$ podany warunek multyplikatywnosci nie stawia
na owe wartosci zadnych ograniczen. Wobec tego konstruujemy taki ciag
indukcyjnie. Niech f(a1) bedzie dowolna liczba naturalng wigksza od g(a1).

Zalézmy, ze liczby f(a1), ..., f(ak—1) zostaly juz okreslone. Patrzymy na zbiér
wszystkich liczb postaci ¢(s), gdzie s jest iloczynem réznych liczb ze zbioru
{a1,...,ax}. OkreSlamy f(ax) jako dowolna liczbe naturalng wieksza

od wszystkich takich liczb g(s).

Wybrany ciag wartosci f(ax), wraz z warunkiem multyplikatywnodci,
jednoznacznie generuje funkcje f: N — N. Spelnia ona takze pozostalty

z zadanych warunkéw; jesli bowiem liczba n € N zostanie zapisana jako iloczyn
n=a;...aqa;,gdze i <...<1i,, wowczas

fn) = flai,) ... flai,) > flai,) > g(ai, - . ai,) = g(n).
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