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O klopotach zwigzanych z konstrukcja
wielos§cianéw spelniajacych okre$lone
warunki oraz o pewnych metodach ich
konstrukcji mozna przeczytaé

w Kwadratach nr 7 oraz nr 12.

25. kwietnia odbyty sie finatlowe zawody jubileuszowej, X Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw, a dzien pézniej, 26. kwietnia w pigknej auli
Politechniki Warszawskiej 86. uczestnikom wreczono dyplomy laureatéw.

W zawodach stopnia pierwszego X Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw
wzielo udzial 13940 uczniéw z 1235 szkét (5154 nadestato potem rozwiazania
zadan z czedci korespondencyjnej). Do zawoddéw stopnia II zakwalifikowano
1138 uczniéw z 520 szkdl, a do zawodoéw stopnia trzeciego 157 z 86 szkot.

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (OMG), mlodsza siostra Olimpiady
Matematycznej, powstata w roku 2005 dzieki zapatowi i pasji ludzi zwiazanych
z Komitetem Gléwnym Olimpiady Matematycznej. W regulaminie OMG
wpisano: Celem zawodow Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow jest
rozbudzanie zamitowania do matematyki wsred miodziezy szkol gimnazjalnych,
wyszukiwanie uczniow zainteresowanych matematykq, ksztattowanie umiejetnosci
samodzielnego zdobywania wiedzy oraz stymulowanie aktywnosci poznawczej
miodziezy uzdolnionej.

Wykres obok przedstawia liczbe uczniéw startujacych w kolejnych edycjach
Olimpiady. Gwaltowny wzrost liczby uczestnikéw od VII OMG spowodowany
jest rozszerzeniem pierwotnej formuly o czesé testowa.

Zapisany w regulaminie cel ,rozbudzania zamitowania do matematyki...”
realizowany jest nie tylko przez organizacje zawodéw, ale tez przez rézne
dziatania towarzyszace, skierowane do uczniéw (gazetka Kwadrat, Facebokowa
Liga Zadaniowa, obozy naukowe) oraz nauczycieli (seminaria i wydawnictwa).
Organizatorzy pierwszej olimpiady swoja pasja zarazili innych. W organizacje
olimpiady wlacza si¢ czynnie duza grupa wolontariuszy, w wigkszosci finalistow
i laureatéw poprzednich edycji. Oni tez pracuja obecnie w Komitecie Gtownym,
Komitetach Okregowych i Komisji Zadaniowej.

W czasie zawoddéw finatowych X OMG uczestnicy mieli, jak zwykle, trzy godziny
na rozwigzanie pieciu zadan. Najtrudniejsze okazalo si¢ zadanie, ktére przytaczam
ponizej. Tylko kilku zawodnikéw przedstawito poprawne rozwiazanie tego zadania.

Zadanie 1 (X OMG). Czy istnieje wieloScian wypukty, ktérego dokladnie jedna
$ciana nie jest wielokatem foremnym?

Rozwigzanie. Tak, taki wieloscian istnieje. Opiszemy, jak go skonstruowac.
Rozpatrzmy szesciokat ABCDEF o wszystkich bokach réwnej dtugosci i katach
przy wierzchotkach A, B, C, D, E, F réwnych odpowiednio: 90°, 135°, 135°,
90°, 135°, 135°. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AD oraz BF,
a @ punktem przeciecia przekatnych AD oraz CE (rys. 1.1). Latwo wykazaé, ze
AP =BP=FP=QC = QF = @QD. Wybierzmy teraz w przestrzeni punkty
P’ oraz Q' po tej samej stronie plaszczyzny szeSciokata, tak aby proste

PP’ i QQ' byly prostopadle do tej plaszczyzny oraz aby PP’ = AP = QQ'.
Wieloécian ABCDEFP'Q’ (rys. 1.2) spelnia warunki zadania — ma jedna
Sciang, podstawe, ktéra nie jest wielokatem foremnym, cztery $ciany bedace
tréjkatami rownobocznymi i dwie $ciany kwadratowe. Sprawdzenie tego faktu
pozostawiamy Czytelnikom. [

Zadania, w ktérych pojawia si¢ pytanie o istnienie wielo$cianu spelniajacego
okreslone warunki, wystepuja czesto wéréd zadan olimpijskich. W dziesieciu
edycjach olimpiady, na réznych etapach znajdziemy 10 zadan tego typu. Zawsze
nalezalo uzasadnié¢, ze odpowiednig bryle mozna zbudowaé¢. Konstrukcja
wieloScianu o zadanych wlasnosciach wymagala od uczestnikéw sporej wyobrazni
i pomystowosci.

Czasem, aby skonstruowaé¢ wieloScian o wymaganych wlasnosciach, trzeba
doktadnie przyjrzeé¢ sie znanym brytom i zauwazy¢ tam pewne prawidtowosci.

Zadanie 2 (II OMG). Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego kazda
Sciana boczna jest trojkatem prostokatnym?
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Rozwigzanie. Tak, taki ostrostup istnieje. Jesli doktadnie przyjrzymy sie
prostopadtoscianowi, to dostrzezemy ,w nim” nasz ostrostup. Rzeczywiscie,
niech ABCDA’'B’C’D’ bedzie prostopadtoscianem. Wéowezas ostrostup ABCD A’
spelnia warunki zadania (rys. 2). Tréjkaty BAA’ oraz DAA’ sa, oczywidcie,
prostokatne. Ponadto, poniewaz prosta BC jest prostopadla do plaszczyzny

A’ AB, to jest ona prostopadta do kazdej prostej z tej plaszczyzny,

w szczegdlnosei do prostej BA'. Zatem tréjkat CBA’ jest prostokatny. Podobnie
dowodzimy, ze tréjkat CDA’ jest prostokatny. [

Czesto aby skonstruowaé wieloécian o pewnych wlasnosciach, trzeba
yzdeformowad” inny ,regularny” wieloécian, na przyktad, poprzez wyciecie lub
doklejenie jakiegos elementu.

Zadanie 3 (IV OMG). Czy istnieje taki wielo§cian wypukly, ktéry ma
nieparzysta liczbe krawedzi i ktérego kazda Sciana ma parzysta liczbe bokow?

Rozwigzanie. Tak, taki wieloScian istnieje. Rozpatrzmy graniastostup
szesciokatny o podstawach ABCDEF oraz A'B'C'D’'E'F’. Graniastostup ten
ma 18 krawedzi i wszystkie jego $ciany maja parzysta liczbe bokéw. Gdyby
udato si¢ dodaé jedna krawedz, nie zmieniajac wlasnosci Scian, to otrzymany
wielo$cian spelniatby warunki zadania. Zauwazmy, ze szeSciokat A’B'C'D'E'F’
mozna bez trudu podzieli¢ jedna z przekatnych na dwa czworokaty. Teraz tylko
trzeba zrobi¢ z tych czworokatow Sciany wielo$cianu przez pochylenie jednego
z nich. Poprowadzmy wiec przez punkty A’ oraz D’ plaszczyzne przecinajaca
krawedzie BB’ i CC’ odpowiednio w punktach P oraz Q. Plaszczyzna ta dzieli
graniastostup na dwa wielo$ciany, z ktorych jeden spelnia warunki zadania: ma
osiem §cian bedacych czworokatami i jedna $ciane szesciokatna. Ponadto
wielocian ten ma 19 krawedzi (rys. 3).

Czytelnik Uwazny skonstruuje podobna metoda inne przyklady wieloScianéw
o zadanych wlasnosciach, rozpatrujac graniastostup o podstawie bedacej
2n-katem, dla n > 3. [J

Zadanie 4 (V OMG). Czy istnieje wieloScian wypukly majacy doktadnie
100 $cian, z ktoérych co najmniej jedna jest 99-katem i taki, ze w kazdym jego
wierzchotku zbiegaja sie dokladnie trzy krawedzie?

Rozwigzanie. W kazdym wierzchotku graniastostupa o podstawie bedacej
99-katem zbiegaja sie doktadnie trzy krawedzie. Niestety, taki graniastostup

na 101 écian. Sprébujemy pozby¢ sie jednej Sciany tak, aby pozostale wlasnosci
nie zmienity sie. Przetnijmy nasz graniastostup plaszczyzna przechodzaca przez
jedna krawedz dolnej podstawy i przecinajaca wszystkie boczne krawedzie

(rys. 4). Plaszczyzna ta dzieli graniastostup na dwa wielosciany, z ktérych dolny
spelnia warunki zadania. [

Zadanie 5 (IX OMG). Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ze w kazdym jego
wierzchotku schodza sie co najmniej cztery krawedzie, i ktéry mozna przeciaé
pewna plaszczyzna, otrzymujac w przekroju tréjkat?

Rozwigzanie. Rozpatrzmy graniastostup tréjkatny i plaszczyzna przechodzaca
przez Srodki krawedzi wychodzacych z jednego, wybranego wierzchotka
odetnijmy z niego czworoscian zawierajacy ten wierzcholek. Nastepnie w ten sam
sposéb odetnijmy czworosciany z pozostalych ,rogdéw” graniastostupa (rys. 5).
Otrzymany wieloScian spelnia warunki zadania. [

I jeszcze zadanie do samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 6 (VIII OMG). Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktéry ma
nieparzysta liczbe $cian, i w ktérego kazdym wierzchotku schodzi si¢ parzysta
liczba krawedzi?

Czytelnik Uwazny znajdzie wieloScian o zadanych wlasnosciach wsrod
prezentowanych w tym artykule. Proponujemy znalezienie innych przyktaddow.

Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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