Klub 44

VE1-44

Termin nadsyltania rozwiazan: 30 VI 2015

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
685 (WT =1,85) i 686 (WT = 1,53)
z numeru 9/2014

Jerzy Cisto Wroctaw 46,97
Tomasz Wietecha Tarnéw 44,78
Michal Miodek Zawiercie 43,68
Marek Spychata  Warszawa 42,75
Wojciech Maciak Warszawa 41,18
Piotr Kumor Olsztyn 36,47
‘Wojciech Tobis Praszka 36,15

I znéw dwa nazwiska, jakze dobrze znane.
Lini¢ 44 przekraczaja jednoczesnie

dwaj wytrawni wielokrotni Weterani:
Jerzy Cislo (po raz jedenasty)

i Tomasz Wietecha (po raz dziesiaty).

7 zalem zegnamy
ANDRZEJA IDZIKA
Nadweterana Klubu 44F

i dwukrotnego
Weterana Klubu 44M

Zadania z matematyki nr 699, 700
Redaguje Marcin E. KUCZMA

699. Cztery rozne punkty na plaszczyznie wyznaczaja sze$é¢ odcinkéw. Zatdézmy,
ze trzy spoérdd tych odcinkéw maja jednakows dtugoéé a, za$ pozostate trzy
maja jednakowa dlugosé b, przy czym a < b. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartosci stosunku b/a.

700. Czy dla kazdej funkcji g: N — N, spelniajacej warunek g(1) = 1, istnieje
funkcja f: N — N, spelniajaca warunki f(n) > g(n) dla n € N oraz

f(mn) = f(m)f(n) dla kazdej pary liczb wzglednie pierwszych m,n € N?

(N to zbiér wszystkich liczb calkowitych dodatnich).

Zadanie 700 zaproponowal pan Jedrzej Garnek z Poznania.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

691. Mamy skonczong liczbe koszykéw, w kazdym z nich skonczong liczbe kamieni; znamy wage
kazdego kamienia. Wykonujemy cigg ruchéw. W kazdym ruchu przekladamy jeden kamien z jakiego$
koszyka K do innego koszyka K'; musi byé przy tym spelniony warunek, ze laczna waga kamieni

w koszyku K’ po wykonaniu ruchu jest mniejsza niz taczna waga kamieni w koszyku K przed
wykonaniem ruchu. Czy cigg ruchéw moze by¢ nieskonczony?

692. Dany jest tréjkat ABC. Rozwazamy trzy elipsy: kazda z nich ma ogniska w dwéch
wierzchotkach tego tréjkata i przechodzi przez trzeci wierzchotek. Pokazaé, ze te trzy elipsy maja
punkt wspdlny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ABC jest prostokatny.

691. Ponumerujmy koszyki: K1, ..., K,. Niech W; bedzie waga koszyka K;

(tj. aczna waga kamieni w tym koszyku) w ustalonej chwili. W kolejnym ruchu
przektadamy kamien z koszyka K; do koszyka Kj. Niech x bedzie waga tego
kamienia; postulowany warunek:

Wl + < Wj.
Suma kwadratéw wag koszykéw po wykonaniu ruchu wynosi

N TWE (W 2)? + (Wit 2)? =
i£j,l
=Y WP+ 2m(a+ W - W) <> W2

Suma kwadratéw wag jest wiec ($cistym) péiniezmiennikiem: maleje w kazdym
kroku procedury. Jest tylko skonczenie wiele mozliwych rozlokowan kamieni

w koszykach, wiec wartosci tego péiniezmiennika przebiegaja zbior skonczony.
Proces musi sie zakonczy¢.

692. Zalézmy, ze trzy elipsy, o ktérych mowa, maja punkt wspdlny X, lezacy

w odleglosciach x, y, z odpowiednio od wierzchotkow A, B, C' zadanego trojkata,
o bokach diugoéci |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c. Elipsa o ogniskach B, C
przechodzi przez punkty A, X, wiec y + z = b+ ¢. Analogicznie z + x = ¢ + a,

z +y =a+b. Ten uklad réwnan z niewiadomymi x, y, z ma jedyne rozwigzanie
x =a,y=>, z=c. Odlegloéci punktu X od B oraz C wynosza wiec,
odpowiednio, b oraz ¢ — czyli przeciwnie niz odlegtosci punktu A od B oraz C.
To wyznacza dwa mozliwe potozenia punktu X — moze to byé¢ punkt
symetryczny do A wzgledem symetralnej odcinka BC' lub punkt symetryczny

do A wzgledem $rodka odcinka BC'.

W pierwszym przypadku punkty X, A, B, C' sa wierzchotkami trapezu
réwnoramiennego (BC || AX); w drugim — tworza réwnoleglobok ABXC.
Dodatkowa informacja, ze a = z, czyli |BC| = |AX|, daje w obu przypadkach
wniosek, ze 6w czworokat jest prostokatem. A zatem tréjkat ABC jest
prostokatny.

Na odwrét, gdy tréjkat jest prostokatny, woéwezas wystarczy go uzupetnié
do prostokata czwartym wierzchotkiem; widaé¢, ze 6w wierzchotek bedzie
wspolnym punktem trzech omawianych elips.
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