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gdy x1, o, ..

697. Dana jest liczba naturalna N > 1 bezkwadratowa (tj. niepodzielna przez
kwadrat zadnej liczby naturalnej wiekszej od 1). Sposréd wszystkich dodatnich
dzielnikéw liczby N losujemy kolejno, bez zwracania, dwa dzielniki: k, m.
Rozwazamy zdarzenia: (A) liczby k, m sa wzglednie pierwsze; (B) liczba m jest
podzielna przez k. Ktore z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobne? Czy
odpowiedz zmieni si¢, gdy losowanie bedzie wykonywane ze zwracaniem?

698. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 znalez¢ najmniejsza warto$¢ sumy
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., Ty, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi,

spelniajacymi warunek x1 +x9 + ... +x, = 1.

Zadanie 698 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

B

Rozwigzania zadan z numeru 11/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

689. Znalezé wszystkie pary zbioréw A, B, zawartych w zbiorze liczb catkowitych, o nastepujacych

wlasno$ciach:

e kazda liczba calkowita nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A, B;

e nie kazda liczba calkowita nalezy jednocze$nie do obu tych zbioréw;

e jesli liczba = jest w zbiorze A, to liczba @ — 1 jest w zbiorze B;
e jesli liczby z, y sa w zbiorze B, to liczba « 4+ y jest w zbiorze A.

690. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a,) spelnia warunki: ap = 1, a1 > 1,

Niech

Udowodnié, ze szereg by + ba + bz + ...

689. Niech A, B bedzie para zbioréw, spetniajacych
wymienione warunki. Ponumerujmy te warunki, w podanej
kolejnosei, (1), (ii), (iii), (iv).

Gdyby liczba 0 byla w zbiorze B, to dla kazdej liczby

b € B mieliby$my (z war. (iv)) b+ 0 € A; to by znaczylo,
ze zbiér B zawiera si¢ w zbiorze A, czyli (z war. (1)) A = Z.
Wtedy (z war. (iil)) takze B = Z, co daje sprzecznosé

z warunkiem (ii). Wniosek: 0 ¢ B. Warunek (i) wymusza
konkluzje: 0 € A\ B. Stad (i z war. (iii)) —1 € B.

Gdyby liczba 1 byla w zbiorze A, to (z war. (iii)) 0 € B;
a przeciez 0 € A\ B. Tak wiec 1 ¢ A, czyli (z war. (i))
le B\ A

Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby calkowitej
k> 0:

(%) 2ke A\ B, 2k+1€B\A.

Dla k = 0 tak jest. Ustalmy liczbe k > 0 i przyjmijmy
stuszno$é zwiazkéw () dla tej liczby k. Przypusémy, ze
2k + 2 € B; wtedy (z war. (iv))

2k +1=(2k+2) + (1) € A, whrew zalozeniu
indukcyjnemu. Zatem 2k + 2 ¢ B, czyli (z war. (i))
2k+2¢€ A\ B.

Przypusémy z kolei, ze 2k + 3 € A. Wtedy (z war. (iii))
2k + 2 € B, wbrew temu, co wykazaliémy tuz przed
chwily. Zatem 2k + 3 ¢ A, czyli (z war. (i))

2k + 3 € B\ A. UzyskaliSmy zwiazki (%) z liczba k
zastapiona przez k + 1. Z zasady indukcji wlasnos$é (x)
przyshuguje wszystkim liczbom calkowitym nieujemnym.
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jest zbiezny, a jego suma jest liczba wymierna.

Teraz pokazemy, ze ujemnym — tez. Przypu$émy, ze 2k € B
dla pewnej liczby k < 0. Wiemy juz (wlasnoéé (x)), ze

2|k| 4+ 1 € B, a wiec (z war. (iv)): 1 = (2|k| + 1) + 2k € A4;
sprzeczno$é¢ z wezesniejszym ustaleniem (1 € B\ A).

W takim razie 2k ¢ B, czyli (z war. (i)) 2k € A\ B.

Wreszcie przypusémy, ze 2k + 1 € A dla pewnej liczby
k < 0; wtedy (z war. (iii)) 2k € B, wbrew temu, co
stwierdziliémy przed chwila. Zatem 2k + 1 ¢ A, czyli
(z war. (1)) 2k+ 1€ B\ A.

Mamy wiec stusznos$é zwiazkéw (x) dla wszystkich &k € Z.
Moéwia one, ze A jest zbiorem wszystkich liczb parzystych,
a B jest zbiorem wszystkich liczb nieparzystych. Ta para
zbioréw spehia, rzecz jasna, wymagane warunki — i jest to
jedyna taka para.

690. Oznaczmy 1/(ay - ... an) = ¢,. Liczby a1, az,as, ...
sa catkowite i wigksze od 1, czyli wigksze lub réwne 2.
Zatem ¢, < 27".

Z rekurencyjnego okreflenia ciagu (a,) wynika, ze

(ant1 — 1)epn = = apt1bn.
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Sp=bi+...+b, = (01—62)+...+(Cn—0n+1) =C1—Cp+1-
A skoro ¢, 11 < 27771, widzimy, ze S,, — ¢1 = 1/a1 przy
n — oo. Jest to suma szeregu Y by; i oczywiscie jest to
liczba wymierna.
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