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Czesé przykladéw pochodzi z wielu
ksigzek C. Alsiny i R. Nelsena.

Oszacujmy pole
Joanna JASZUNSKA

Korzystajac z tytutowego pomystu oraz z rysunku 1 lub drobnych jego
modyfikacji, mozna udowodnié¢ szereg twierdzen z réznych dzialéw matematyki.

Zauwazmy, ze pole calego kwadratu jest nie mniejsze od sumy pél czterech
zawartych w nim biatych prostokatéw. Stad (a + b)? > 4ab, uzyskujemy wiec
# > Vab, czyli nierownosé pomiedzy Sredniq arytmetyczng a geometryczng.

Dlab = %, kazdy z prostokatéw ma pole rowne 1, zatem (a + %)2 > 4. Stad
liczba dodatnia i jej odwrotnosé zawsze dajg w sumie co najmniej 2.

Zamiast kwadratu o boku a + b, rozwazmy kwadrat o boku aag » +b =+Va
przedstawiony na rysunku 2. Analogiczna jak dotychczas analiza pél pozwala
udowodnié nierownosc pomigdzy s’rcdniq geometryczng a harmoniczng:

va va 2
\/ab >4 a4 b vVa ab Vab > 5
a+b +b b a‘f’

=

Cligg Fibonacciego definiujemy tak: F; =1, Fo =1, F,,11 = F, + F,_1 dlan > 2
Rozumowanie podobne do powyzszych pozwala dowiesé nastepujacej tozsamosci:
F2  =AF,F, 1 +F. , dan>3
Rozwazmy w tym celu kwadrat o boku F,, + F,,—1 = F,,41 (vys. 3). Zauwazmy, ze

malty szary kwadracik posrodku ma wéwczas bok dtugosci F,, — F,,_1 = F,,_o.
Wobec tego powyzsza tozsamosé opisuje pole calego duzego kwadratu.

EI +1

Rys. 4 Rys. 5

Podobnie, analiza objetosci szeScianu o krawedzi F,, + F,,—1 = F,,+1 podzielonego
na kilka czesci tak, jak na rysunku 4, pozwala dowiesé¢ tozsamosci

F}  =F+F | +3F,_1F,F,yy dan>2

n—

Z rysunku 5 mozna dla odmiany odczytaé, ze dla nieparzystych liczb
naturalnych n, liczba n? daje przy dzieleniu przez 8 reszte 1.

Oznaczmy przekatne prostokatéw z rysunku 1 przez c (rys. 6). Usuwajac cztery
yzewnetrzne” trojkaty, otrzymujemy kolorowy kwadrat o boku c. Z kolei
usuwajac cztery ,gorne” trojkaty, uzyskujemy szara figure ztozona z kwadratow
o bokach a i b. Réwnoéé pdl prowadzi do twierdzenia Pitagorasa: a® + b* = 2.
Ponadto, co najmniej potowa kwadratu jest szara, czyli a? + b? > %(a +b)2. Stad

a?+0b2
2

a+b
5 -

V

nierowno$¢ pomiedzy Sredniq kwadratowq a arytmetyczng:

Przekatne prostokatéw z rysunku 7 maja dtugodci sin? o + cos? o« = 1 oraz
sin? B + cos? 3 = 1. Dwukrotnie usuwajac po cztery tréjkaty prostokatne,
podobnie jak powyzej, uzyskujemy z jednej strony kolorowy romb o boku 1
i kacie a + (3, z drugiej za$ strony szarg figure ztozona z dwdéch prostokatdw.
Stad réwnosé pol: sin(a + () = sina cos 3 + cos asin 3.

Warto poszukaé na rysunku 1 dowodéw innych ciekawych faktéw oraz odpowiedzi
na pytanie, kiedy w opisanych powyzej nieréwnosciach zachodza réwnosci.
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