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Rozwigzanie zadania F 874.

Aby uwzgledni¢ wielokrotne odbicia

od powierzchni poszczegdlnych plytek
wewnatrz ich stosu, szukamy wzoru
rekurencyjnego pokazujacego, jak zmienia
sie wspolczynnik transmisji stosu przy
dodaniu kolejnej ptytki. Przyjmijmy, ze
transmisja stosu n plytek wynosi T,.
Dodajac jeszcze jedna plytke, dostajemy
»wzlozony” stos skladajacy sie

z n + 1 plytek. Niech na ten stos pada
$wiatlo o natezeniu Ag. Oznaczmy
natezenia $wiatta rozchodzacego sie

na zewnatrz i wewnatrz ,zlozonego” stosu
jak na rysunku.

n
B> By
———— ————
Ay A Ay
n+1

Korzystajac z tego, ze wspolczynnik
odbicia to R,, = 1 — T}, dostajemy uktad
réwnan

Ay = TAy,
Ay = TpAo+ (1 —T,)B1,
By = (1 -T)Aq,

By = (1 —-Ty)Ao + TnB1.
Rozwigzujac go, znajdujemy wyrazenie
rekurencyjne na odwrotnosé transmisji
uktadu n + 1 plytek, zdefiniowanej jako
Thy1 = Asx/Ap:

Ag/As 1/(Th41) =
(1/Tn) + (1 = T)/T).
Dla dwéch plytek (n 4+ 1 = 2) mamy
1Ty =1/T + (1 — T)/T,
dla trzech (n + 1 = 3) mamy
1/T3 =1/T>+ (1 -T)/T =
=(1/T)+2(1-T)/T.
Kontynuujac takie postepowanie dla stosu
sktadajacego sie z n plytek, dostajemy
1/T, = (1/T)+(n—-1)1-T)/T =
=(T+n(1-T))/T,
a stad znajdujemy jego transmisje
T, =T/(T+n(1-T))=T/(T+nR)=
= 0,92/(0,92 + 0,08n).

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Matematyka jest jedna
Tomasz KOBOS™

Drogi Czytelniku, czy zdarza Ci si¢ czasem doswiadczaé bélu plecow w odcinku
ledzwiowym? Jest to calkiem prawdopodobne, gdyz wedle sondazu ponad polowa
ankietowanych Polakéw oswiadczyta, ze cierpi z tego powodu, a co szésty badany
stwierdzil, ze béle kregostupa odczuwa bardzo czesto. A jezeli tak wtasnie jest, to czy
zdajesz sobie sprawe z tego, ze przyczyna tego bolu moze by¢ bardzo mocno zwiazana
ze sposobem, w jaki uzywasz swoich szczek? Migénie, ktore je kontrolujg, maja bowiem
wplyw réwniez na ruch glowy — mozesz to sprawdzié, probujac krecié¢ gtowa

z maksymalnie zacidnietymi szczekami, a nastgpnie prébujac zrobi¢ to samo

ze szczekami rozluznionymi, obserwujac jednoczesnie, w ktérym przypadku ruch jest
tatwiejszy 1 ptynniejszy. Ten sam eksperyment mozna powtérzyé w celu zbadania relacji
ruchu glowy i oczu: spréobuj pokreci¢ swobodnie gtows, trzymajac oczy utkwione

w jednym punkcie na $cianie. Poniewaz przemieszczenie glowy jest dla naszego uktadu
nerwowego zadaniem priorytetowym, nawet gdy natrafia na pewne utrudnienie

(na przyklad zbyt mocno zacisniete szczeki), znajdzie on sposéb, zeby to zadanie
wykonaé. Czesto jest to jednak sposéb nieoptymalny i odbywajacy sie kosztem innych
partii ciata, ktére muszg wéwczas pracowaé duzo ciezej. W podobny sposéb bél plecéw
moze by¢ skojarzony ze sposobem, w jaki uzywamy naszych stop, bél kolana czy biodra
moze zaleze¢ od organizacji barku, a bol w barku moze mie¢ duzo wspoélnego z brakiem
mobilnoéci w biodrze. W tego typu problemach wlasciwie niemozliwe jest wyrdznienie
jednej przyczyny czy zrédla problemu, nawet jezeli b6l odczuwamy tylko w konkretnym
miejscu. Istotna jest organizacja ruchu naszego ciata jako jednej catosci. By¢ moze
ttumaczy to w pewnym stopniu ogromna nieskutecznosé stuzb zdrowia w walce

z dolegliwo$ciami kregostupa — w samych Stanach Zjednoczonych wydaje sie na ten cel
ponad 100 miliardéw dolaréw rocznie. Poniewaz wigksza czed¢ tych pieniedzy
przeznaczona jest na zakup lekarstw, ktérych zadaniem jest tylko i wylacznie sthumienie
bélu, a nie rozwiazanie prawdziwego problemu, efektéw nie widac.

Prawdopodobnie zaczeliscie sie w tym momencie zastanawiaé, czy na pewno trzymacie
w rece kolejny numer Delty, czy moze jednak przypadkiem siggneli$cie po miesigcznik
przeznaczony dla fizjoterapeutéow. Caly ten rozwlekly wstep ma na celu przedstawienie
pewnego fenomenu, ktéry mozna zaobserwowaé¢ w wielu innych dziedzinach zycia

i nauki, z matematyka wlacznie. Chodzi o sytuacje, w ktérej rozwazana przez nas
dziedzina funkcjonuje bardziej jako jedna catos¢ niz jako suma swoich odrebnych czesci.
Zamierzeniem tego, jak i nastepnych artykuléw, jest ukazanie bardziej holistycznego
spojrzenia na matematyke, przez zwrdcenie uwagi na czesto zaskakujace i gtebokie
zwiazki miedzy réznymi jej obszarami.

O tym, jak owo holistyczne spojrzenie jest istotne, wie kazdy, kto choé troche interesuje
si¢ postepem wspoéliczesnej matematyki. Praktycznie wszystkie najwieksze odkrycia
ostatnich lat sa bowiem wynikiem genialnego potaczenia réznych jej dziedzin. Byé moze
najbardziej narzucajacym sie przykladem jest wielkie twierdzenie Fermata: dla liczby
naturalnej n > 2 nie istnieja liczby naturalne z,y, z, ktére spetnialyby réwnanie

" + y"™ = 2". Chociaz sformutowanie tego twierdzenia powinno byé w pelni zrozumiate
dla uczniéw szkoty podstawowej, to jego dowdd (na ktéry przyszto czekaé ponad

300 lat) jest w rzeczywistosci konsekwencja bardzo gltebokiego wyniku z dziedziny
krzywych eliptycznych. Potrzeba bylo jednak wiele czasu, zeby znalez¢ zwiazek
pomiedzy trudnag i bardzo abstrakcyjna teoria tych krzywych a wyjatkowo konkretnym
i wrecz narzucajacym sie pytaniem dotyczacym liczb catkowitych.

Za inny przyklad moze postuzyé twierdzenie Greena i Tao udowodnione przez nich

w 2004 roku. Glosi ono, ze w ciagu wszystkich liczb pierwszych znajduja sie dowolnie
dtugie ciagi arytmetyczne. Chociaz podobnie jak w poprzednim przykladzie zagadnienie
jest pozornie o czysto teorioliczbowym charakterze, to jego dowdd jest osadzony
glteboko w realiach teorii ergodycznej, korzystajacy jednocze$nie w istotny sposéb

z analizy harmonicznej, geometrii dyskretnej i metody probabilistycznej. Réwniez
dowdd stynnej hipotezy Poincarégo, jedynego rozwiazanego do tej pory problemu
milenijnego, opiera si¢ na badaniu tzw. potokéw Ricciego, zaawansowanego pojecia
geometrii rézniczkowej. W dziedzinie kombinatoryki ekstremalnej bardzo duza
popularnoécia ciesza sie obecnie tzw. algebry flagowe, ktére pochodzg ze swiata algebry
wyzszej. Tego typu przyktady mozna by wymieniaé bardzo dtugo.

Naszym celem nie jest jednak dokladna analiza powyzszych rezultatéw, gdyz
przekroczyltaby ona znacznie zaréwno objetosé Delty, jak i kompetencje autora.

1



Graf prosty to taki, w ktérym nie ma
podwdjnych krawedzi ani petli.

To, co jednak lezy w naszym zasiegu, to zademonstrowanie podobnego fenomenu

na duzo mniej doniostych (lecz czesto réwnie fascynujacych) przyktadach. Bardzo czesto
rowniez w matematyce elementarnej mozna bowiem napotka¢ zupelnie zaskakujace
dowody, ktore ujawniajg zwigzki miedzy pozornie istotnie réznymi koncepcjami.

Zademonstrujemy to zjawisko na przyktadzie zadan o charakterze olimpijskim.

W artykule pokazemy pare¢ réznorodnych, niezwiazanych ze soba przyktadéw.

W kolejnych oméwimy bardziej szczegdélowo wybrane metody, ktére ukazuja glteboko
polozone relacje. Nalezy w tym momencie zaznaczy¢, ze nad kazdym z omawianych
dalej przyktadéw warto zastanowié si¢ przez dtuzsza chwile samodzielnie przed
siegnieciem do rozwigzania. W innym przypadku tatwo bowiem przegapié¢ prawdziwg
trudnos$é zadania i nie wychwycié¢ subtelnego pomystu, ktéry pozwala ja pokonad.

Zaczniemy od, by¢ moze, dobrze znanego przyktadu z dziedziny geometrii ptaskie;j.

Zadanie 1. Okrag o $rodku I, wpisany w tréjkat ABC| jest styczny do boku AB
w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku AB, punkt E jest symetryczny
do punktu D wzgledem M. Udowodnié, ze proste IM oraz C'E sa réwnolegte.

Rozwigzanie. Za pomoca obliczen na dlugosciach odcinkéw stycznych mozna tatwo
wykazaé, ze punkt E jest punktem stycznosci z bokiem AB okregu dopisanego

do tréjkata ABC'. Jezeli wiec przez F' oznaczymy punkt srodkowosymetryczny do D
wzgledem I, to jednoktadnosé o srodku w punkcie C, ktora przeksztatca okrag wpisany
na okrag dopisany, przeprowadza punkt F' na punkt E. A zatem punkty C, F i E sa
wspoétliniowe. Prosta IM jest zatem prosta taczaca $rodki bokéow w trojkacie DEF,

a stad wynika zadana rownoleglosé.

Powyzszy przyktad, chociaz stosunkowo nietrudny i z cala pewnoécia doskonale znany
specjalistom, dobrze ilustruje opisywany przez nas fenomen — tre$é¢ zadania dotyczyta
okregu wpisanego, ale to bedacy w cieniu okrag dopisany odegrat kluczowsg role

W rozwigzaniu.

Drugi przyktad demonstruje, jak przydatne moze byé znalezienie pewnej zewnetrznej
struktury, ktéra w naturalny sposob mozna dopasowa¢ do rozwazanego przez nas
problemu. Czytelnik jest goraco zachecany do proby odnalezienia jej najpierw
samodzielnie.

Zadanie 2. W kazde pole tablicy n x n wpisano liczbe rzeczywista w taki sposob, ze
kazde dwa wiersze sa rézne (czyli réznia sie na co najmniej jednej pozycji). Udowodnié,
ze z danej tablicy mozna usunaé¢ pewna kolumne tak, aby ta wlasnosé

zostata zachowana.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu tego zadania odwotamy sie do teorii graféw.
Skorzystamy z powszechnie znanego i nietrudnego w dowodzie faktu: w dowolnym
grafie prostym o n wierzchotkach i n krawedziach istnieje cykl.

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze usuniecie dowolnej z kolumn spowoduje powstanie
tablicy o dwoéch identycznych wierszach. Oznacza to, ze dla kazdej z kolumn istnieje
para wierszy, ktéra rézni sie miedzy soba tylko w tej kolumnie. Rozwazmy wiec graf,
ktorego wierzchotkami sa wiersze naszej tablicy i potaczmy dwa wiersze krawedzia,
jezeli dla pewnej kolumny sg one tymi wierszami, ktore réznig sie tylko w niej. Jesli dla
pewnej kolumny istnieje wiecej takich par wierszy, to wybierzmy z nich dowolng i tylko
miedzy nimi poprowadzmy krawedZ w naszym grafie. Oczywiscie, jedna para wierszy
zostanie potaczona krawedzia co najwyzej raz — nie moze bowiem zdarzy¢ si¢ sytuacja,
w ktérej dwa wiersze réznig si¢ na tylko jednej pozycji dla dwoch réznych pozycji.
Utworzona przez nas struktura jest wiec n-wierzchotkowym grafem prostym

o n krawedziach. Z przytoczonego wczesniej faktu wynika istnienie cyklu w tym grafie.
Innymi stowy, istnieje ciag wierszy o numerach ai,asz,...,ar o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego i = 1,2, ...,k wiersze a; oraz a;+1 réznig si¢ na doktadnie jednej pozycji
(przyjmujemy, ze ar+1 = a1). Oznaczmy przez j numer pozycji, na ktérej réznia sie
wiersze o numerach a; i az. Kazda kolejna para wierszy rézni sie¢ juz w innej kolumnie
niz j-ta. Poczawszy wiec od wiersza o numerze a2, kazdy nastepny wiersz w naszym
ciagu zawiera ta sama liczbe x na pozycji j-tej. Ale wiersze ax oraz ai réznia sie
réowniez w innej kolumnie niz j-ta, a zatem wiersz a; zawiera liczbe x na pozycji j.
Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie zadania.

Kolejna ilustracja pochodzi z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Tym razem
do rozwiazania klasycznego zadania z teorii liczb uzyjemy. .. twierdzen cosinusow
i Ptolemeusza z planimetrii!
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Rozwigzanie zadania M 1449.

Niech R oznacza gracza rozpoczynajacego,

za$ P jego przeciwnika. Wykazemy, ze P
ma strategie wygrywajaca, polegajaca na
pozostawianiu po kazdym swoim ruchu
dwbéch stoséw o nieparzystej liczbie
monet.

Jesli na kazdym stosie jest nieparzysta
liczba monet i przynajmniej jedna z nich
jest wieksza od 1, to R po wykonaniu
swojego ruchu zostawi dla P stos

z parzysta liczba monet (i drugi

o nieparzystej liczbie monet). Wéwczas P
moze usunaé stos o nieparzystej liczbie
monet, a ten o parzystej liczbie monet
podzieli¢ na dwa stosy zgodnie ze swoja
strategia.

Gra zakonczy sie wygrang P, gdy zostawi
on dla R dwa jednomonetowe stosy.

L -]

Rozwigzanie zadania F 873.
Poruszanie sie¢ kulki ,,po ésemce”
(szczegdlny przypadek krzywej Lissajous)
jest mozliwe, jezeli jej czestosé drgan

w pionie w, jest dwa razy wieksza, niz jej
czestos¢ drgan w poziomie wy,,

tzn. w, = 2wp.

Niech T oznacza sile naciggu sprezyn,
a k — ich wspélczynnik sprezystosci,
przy czym T = k(L — Lg). Przy
wychyleniu kulki w poziomie

na odlegltos$é¢ z, gdzie x < L, bedzie
dzialala na nig pozioma sita zwrotna
F = —(2T/L)x, a w konsekwencji
kwadrat czest drgan w poziomie
wyniesie wf, = 2T /mL. Kwadrat czestosci
drgan w pionie jest dany wzorem

w? = 2k/m (,wahadlo sprezynowe”).
Korzystajac z warunku ruchu

PO Gsemce”, mamy wf = 4u.)ﬁ, a wiec
2k/m = 4(2k(L — Lo)/mL), czyli
1—(Lo/L)=1/4, astad Lo = (3/4)L.

Zadanie 3. Liczby catkowite dodatnie a > b > ¢ > d spelniaja réwnanie
ac+bd=((b+d+a—c)(b+d—a+c). Udowodnié, ze liczba ab + cd nie jest
liczba pierwsza.

Rozwigzanie. Warunek dany w zadaniu przeksztalca si¢ w réwnowazny sposéb

do postaci a® — ac + ¢ = b® + bd + d*. Rozwazmy taki czworokat ABCD, ze AB = a,
BC =d,CD =b, AD = c oraz { BAD = 60°. Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego
do trojkatéw ABD oraz C'BD otrzymujemy wowczas

b>+d> — BD?> a®—ac+c® — BD? —bd bd 1

cos XBCD = 9bd 2 =

==y
a stad ¥ BCD = 120°.

Oznaczmy przez a miare kata ABC. Wéwczas XCDA = 180° — a i korzystajac
z twierdzenia cosinuséw tym razem w tréjkatach ABC i ACD, dostajemy

a®+d® —2adcosa = AC? = b* + ¢ + 2bccos a,

skad mamy
Seosq o LAV —¢
o ad + bc
i ostatecznie
2 2 2 2
+d*—b*—c (ab+ cd)(ac + bd)
AC? = 42 2 _qd- = .
¢ o’ +d ad ad + be ad + bc

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, to z twierdzenia Ptolemeusza wynika
réwnoéé AC? - BD? = (ab + cd)z, ktora — korzystajac z wcze$niejszych obserwacji —
mozemy przepisa¢ w postaci

(ac + bd)(a® — ac + ¢*) = (ab + cd)(ad + be).

Z warunku a > b > ¢ > d wynikaja zaleznosci (a — d)(b — ¢) > 0 oraz (a — b)(c — d) > 0,
z ktérych otrzymujemy ciag nieréwnosci

ab+ cd > ac+ bd > ad + be.

Jezeli liczba ab + cd jest pierwsza, to biorac pod uwage powyzsze nieréwnosci, widzimy,
ze jest ona wzglednie pierwsza z liczbami ad + bc oraz ac + bd. Z otrzymanej przez nas
réwnosci otrzymujemy wiec podzielnosé ac + bd | ad + be. To jednak przeczy drugiej

z powyzszych nieréwnosci i w efekcie dowodzi, ze liczba ab + cd jest ztozona.

W ostatnim z zadan zaprezentujemy zaskakujace zastosowanie algebry w zagadnieniu

z geometrii kombinatorycznej, dotyczacym punktéw i prostych na ptaszczyznie.
Wykorzystamy dobrze znany fakt: jednorodny uktad liniowy o mniejszej liczbie réwnan
niz niewiadomych ma nietrywialne rozwigzanie. Jak zawsze, zachecamy do proby
samodzielnego rozwiazania — nawet z tg podpowiedzig nie bedzie to wcale takie proste!

Zadanie 4. Na ptaszczyznie danych jest n > 3 réznych punktéw, ktore nie leza
wszystkie na jednej prostej. Udowodnié, ze istnieje co najmniej n réznych prostych,

z ktérych kazda zawiera co najmniej dwa spoéréd danych punktéw.

Rozwigzanie. Niech 01,42, ...,y bedy wszystkimi prostymi, ktére zawieraja

co najmniej dwa sposréd danych punktéw. Dla dowodu nie wprost zaldézmy, ze m < n.
Zauwazmy, ze wowczas mozliwe jest przyporzadkowanie kazdemu punktowi jednej

z liczb rzeczywistych x1,x2,...,x, W taki sposéb, aby suma na kazdej prostej ¢; byta
réwna 0, ale aby nie wszystkie liczby x; byly réwne 0. Wynika to natychmiast z faktu,
iz jednorodny uktad réwnan liniowych

E z; =0 dla 1<ig<m,
JjeL;
o m réwnaniach i n > m niewiadomych ma nietrywialne rozwiazanie.
W szczegdlnoscei prawdziwa jest zaleznosé
m 2
i=1  jet,

Po wymnozeniu i uporzadkowaniu sktadnikéw widzimy, ze lewa strona powyzszej
réownosci sklada sie z wyrazéw postaci xf oraz x;xy, dla j # k. Skoro nie wszystkie
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punkty lezg na jednej prostej, to kazdy punkt pojawia si¢ na co najmniej dwbdch
prostych, a zatem kazdy sktadnik postaci x? wystepuje co najmniej dwukrotnie

w powyzszej sumie. Co wiecej, poniewaz przez dwa rézne punkty przechodzi doktadnie
jedna prosta, liczby x; i xx, gdzie j # k, znajda sie razem w doktadnie jednej sumie.
A zatem przy skladniku x;x) znajduje si¢ wspétczynnik 2. W tej sytuacji

i=1  jet,

2? + (42° — 32)? = 1.

Ay, As, ..

z dwbch koloréw.

=3 (Xa) 22 et
j=1

e Dla kazdego i = 1,2,..
zawiera elementy obu koloréw.

Z TiTK = :vf—i—:vg—i-. . .+xi+($1+x2+. . .+xn)2.
1<j<k<n

Stad jednak wynika, ze x1 = z2 = ... =z, = 0, co stanowi sprzecznos¢ z wyborem
liczb z;. Konczy to dowdd.

Na zakonczenie zaproponujemy dwa zadania, dla ktérych Czytelnik moze sam
sprébowaé odnalezé zaskakujacy sposob rozwiazania.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x, ktére spelniajg rownanie

Podpowiedz. Wykorzystaj wzér na cosinus kata potrojonego.

Zadanie 6. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie k,n, ze k < n — 1. Zbiory

., Ak sg niepustymi podzbiorami zbioru n-elementowego S. Udowodnié, ze
mozna pokolorowaé pewne elementy zbioru S dwoma kolorami w taki sposéb, ze
spelnione sa nastepujace warunki:

e Kazdy element zbioru S jest albo niepokolorowany, albo pokolorowany na jeden

e Przynajmniej jeden element zbioru S jest pokolorowany.
.,k zbiér A; jest albo calkowicie niepokolorowany, albo

PodpowiedZ. Przy konstrukeji zadanego kolorowania skorzystaj z podanego wczesniej
faktu dotyczacego uktadu réwnan.

W kolejnych artykutach przedyskutujemy znacznie doktadniej wybrane metody,
ukazujace niezwykte zwiazki w matematyce.

O dobru jeszcze lepiej

Copernicus Center PRESS

Czlowiek jest elementem
biologicznego kontinuum.

Mysl ta, narzucajaca sie,

gdy rozwaza si¢ cykl rozwojowy
czlowieka, jego budowe
anatomiczng czy tez procesy
fizjologiczne wen zachodzace,
jest nader rzadko przywolywana
w dyskusji wlasnosci uznawanej
niekiedy za specyficznie ludzka —
moralnosci. Wciaz rosnie jednak liczba i jakos¢é dowodéw na
to, ze wiele zwierzat przejawia sktonnosci prospoteczne, takie
jak umiejetnos¢ dzialania zespotowego albo opieka nad
starymi i zniedotezniatymi cztonkami stada. Nie da si¢ zatem
uciec od pytania, czym takie zachowanie jest — u czlowieka

i innych zwierzat — uwarunkowane lub, doktadniej, jakie
mechanizmy moézgowe sa za takie zachowania
odpowiedzialne. Istniejg silne argumenty za hipoteza, ze to,
co u ludzi nazwaliby$my dobrem, jest postrzegane

w kategoriach nagrody, czynienie dobra sprawia zas
przyjemnosé. Oznacza to, ze zZrodla moralnosci nalezy szukaé
w aspektach funkcjonowania moézgu zwiazanych z motywacja
do dziatania — a wigc w przetwarzaniu emocji.

Frans

de Waal

BONOBO
i ATEISTA

Frans de Waal, BONOBO i ATEISTA.

W poszukiwaniu humanizmu wsréd naczelnych

Idea to nienowa, ale i zarazem rewolucyjna. Slady
powyzszego rozumowania mozna znalez¢ juz w pismach
Darwina, ile jednak czasu uptynaé¢ musi, by dotarta wraz

z dawka niezbednej wiedzy do studentéw filozofii lub
teologii? Przez wieki szukano przeciez zZrodel moralnosci poza
$wiatem przyrody — Kant uwazal, ze jest ona konsekwencja
rozumowego poznania swiata (ale jak, skoro umyst to wytwoér
mébzgu?), wielu ludzi zas odwoluje sie¢ do Boga jako zrédla
dobra, sprawiedliwosci, prawdy i pigkna. Czy oznacza to, ze
poznanie $wiata metodami nauk przyrodniczych okazuje sie
fundamentalnie niezgodne z religia?

Wybitny badacz zachowania zwierzat, Frans de Waal, w swej
najnowszej ksiazce Bonobo i ateista przekonuje, ze zarysowany
powyzej dylemat jest przesadnie udramatyzowany mimo coraz
$mielszego odkrywania tajemnic psychiki ludzkiej i zwierzecej
przez nauki empiryczne. Swietnie udokumentowana,

logiczna i pasjonujaca opowie$¢ de Waala sprawi przyjemnosé
kazdemu czytelnikowi taknacemu przystepnego wprowadzenia
do wspoélczesnej wiedzy o badaniach nad zachowaniami
spotecznymi zwierzat. A dla wszystkich tych, ktérzy
zastanawiaja sie niekiedy, jak zy¢ (obojetnie, czy chodzi o zycie
wlasne, czy innych) — powinna by¢ zgota lektura obowiazkowa.
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