Klub 44

VE1-44

Termin nadsyltania rozwiazan: 31 III 2015

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
683 (WT = 2,48) i 684 (WT = 1,67)

z numeru 6/2014

Jerzy Cisto Wroctaw 43,59
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,14
Michal Miodek Zawiercie 40,49
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Wojciech Tobis Praszka 34,67
Piotr Kumor Olsztyn 33,09
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
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Rozwigzanie zadania M 1445.
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co oznacza, ze [ jest nierosnaca.

Zadania z matematyki nr 693, 694
Redaguje Marcin E. KUCZMA

693. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste niewymierne x, dla ktérych kazda
z liczb 22 — 44x oraz =3 — 2015z jest wymierna.

694. Niech a(n) oznacza odleglo$é liczby naturalnej n od najblizszej liczby,
bedacej pelnym kwadratem: a(n) = min{|n — k2| : k € N}, i niech

S(n) =a(l) +...+a(n) oraz f(n) = 15(n). Udowodni¢, ze kazda dodatnia
liczba calkowita wystepuje w ciagu f(1), f(2), f(3),... dokladnie trzykrotnie.

Zadanie 694 zaproponowal pan Przemystaw Grabowski z Goworowa
Rozwigzania zadain z numeru 9/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

685. Niech I = (0;1). Funkcje f,g: I — I spelniaja warunki: f jest $cisle rosnaca, f(g(z)) = x dla
x € I. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n
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686. Udowodni¢, ze istnieje nieskoiiczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych réwnanie
22 + y? = n nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych x, y, réznych od zera, ale ma rozwigzania
w liczbach wymiernych z, y, réznych od zera.
685. Z podanych warunkéow wynika od razu, ze f jest réznowartosciowym
odwzorowaniem przedzialu I na caly ten sam przedzial. Ma wiec funkcje odwrotna,;
a skoro f(g(z)) = z, zatem funkcja g jest ta odwrotna do f. (Latwo uzasadnié
ciaglo$¢ obu funkeji — ale ta wiedza nie bedzie tu potrzebna).

Dalszy ciag rozumowania to starogreckie ,patrz(!)”. Rysunek przedstawia wykres
(przykladowej) funkeji f, lezacy w kwadracie K, ktérego dwoma bokami sa

odcinki (0; 1) na poziomej i pionowej osi ukladu wspélrzednych. Ta sama krzywa jest
tez wykresem funkcji g, gdy przyjmiemy, ze (rozwazajac g) odkladamy zmienng
niezalezna na osi pionowej, a zalezna na poziome;j.

Niech F' bedzie wielokatem powstaltym z potaczenia n — 1 prostokatéw, ktérych
podstawami sa odcinki %; %) osi poziomej (k=1,...,n— 1), a wysokosci
wynosza kolejno f (%) yeoos f ( "T_l) Analogicznie tworzymy wielokat G, rozwazajac
funkcje ¢ i zamieniajac role osi wspolrzednych.

Wielokaty F' i G sa (prawie) rozlaczne — moga mie¢ wspélne jedynie niektére
wierzcholki. Uzasadnienie: jesli punkt (a,b) nalezy do F, to znaczy, ze dla pewnego k
zachodza nieréwnosci % <a < %, b< f (%), jezeli ten sam punkt nalezy do G, to
Bt a<g(3); stad

b<f(%) <f(a)<f(g(%)) =%<b, wiec az%,b:%.
Zauwazmy wreszcie, ze kwadracik o boku 1/n, majacy wierzchotek w punkcie (0, 0),
nie ma punktéw wspdlnych ani z wielokatem F', ani z G. Po jego usunieciu
z kwadratu K pozostaje figura o polu 1 — 1/n?; figury F i G sa w niej zawarte, ale
nie wypelniaja jej szczelnie, skoro nie maja wspélnych fragmentéw bokéw (poza
wierzcholtkami).

dla pewnego [ mamy % <b<

Pole wielokata F wynosi =3, _ f (5); pole G wynosi 3, _ g (ﬁ) Suma tych pél

n n
jest mniejsza niz 1 — 1/n2. Mnozymy uzyskana nieréwnosé¢ przez n i mamy teze zadania.
(Stata 1 — 1/n? jest optymalna; nieréwnosé staje sie bliska réwnoéci, gdy wykres
funkcji f zbliza sie do odpowiednio dobranej linii tamanej, utworzonej z odcinkow
poziomych i pionowych).

686. Postulowana wlasnosé maja na przyklad wszystkie liczby postaci n = 4%,
k=1,2,3,.... Zadna z nich nie jest sumg dwéch niezerowych kwadratéw; przypusémy
bowiem, ze 4* = 22 + y? (zy # 0); liczby 2, y nie moga by¢ obie nieparzyste (bo
woéwezas 2 + 32 = 2 (mod 4)); musza wiec byé parzyste, co daje przedstawienie
liczby 4~ w postaci sumy dwéch niezerowych kwadratéw. Dalsze zstepowanie
prowadzi do konkluzji, ze 4 jest suma dwéch niezerowych kwadratéw — a to absurd.

Natomiast niezerowe wymierne rozwiazanie réwnania 2 + y? = 4* latwo uzyskamy,
biorac dowolng tréjke pitagorejska liczb naturalnych a, b, ¢ (a® + b% = ¢?)
i przyjmujac x = 2*a/c, y = 2*b/c.
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