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683. Dane sa dwa przystajace okregi, przecinajace si¢ w punktach A i B.
Punkt X lezy na jednym z tych okregéw, punkt Y na drugim, przy czym prosta
XY nie przechodzi ani przez A, ani przez B, ani przez $rodek odcinka AB.
Punkt Z jest wierzchotkiem réwnolegtoboku X BY Z. Dowieéé, ze okregi opisane
na tréjkatach AXZ, AY Z sa przystajace do dwéch danych okregdw.

684. Wykazaé, ze dla zadnej pary réznych liczb pierwszych p, ¢ uktad rownan

Termin nadsytania rozwiazan:
31 VIII 2014

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
669 (WT =1,38) 1670 (WT = 2,44)
z numeru 11/2013

Jedrzej Garnek Poznan 40,03
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,87
Marek Spychata Warszawa 39,37
Janusz Olszewski Warszawa 38,48
Wojciech Maciak Warszawa 38,32
Pawet Duch Bielawa 36,83
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,72

676. W tréojkacie o bokach dlugosci a, b, ¢, o wszystkich
katach wewnetrznych mniejszych od 120°, znajduje sie
punkt, ktérego suma odleglosci od wierzcholkéw jest
minimalna i wynosi d. Dowies¢, ze zachodzi réwnosé

((12 + b2+ 2+ dz)2 = 3((1'1 + vt 4+t + d/l).

675. Niech p,, bedzie prawdopodobienstwem wylosowania stowa
dobrego, tj. takiego, w ktérym dwie wyrdznione litery nie sasiaduja, zas
qn = 1 — p,, prawdopodobienstwem wylosowania slowa zlego. Zapiszmy
te wartosci jako sumy pn, = p}, + pll, gn = q,, + q.., gdzie pojedynczy
prim odpowiada sytuacjom, gdy ostatnia litera slowa jest
niewyrézniona, a podwdjny prim — sytuacjom, gdy ostatnia litera jest
wyrdzniona. Mamy zaleznosci rekurencyjne

Q'/n =qn—-1" %7

Py =Pl @ =qno1-

wyjasnienie ostatniej z nich: zte n-stowo, zakoriczone jedna
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z wyrdznionych liter, mozna uzyskaé z dowolnego zlego (n—1)-stowa
(dopisujac na konicu jedng z tych dwéch liter), badz z dobrego
(n—1)-stowa, zakoniczonego wyrézniong litera (dopisujac druga
wyrédzniong litere); uzasadnienie pozostalych zaleznosci jest podobne.
Odejmujac dwie ostatnie réwnosci otrzymujemy

Pl = 5y —dn-1) = 35 (Pa—2- B — (L—pa-1))
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Jednoczesnie ta sama réznica daje sie zapisaé jako
Ph = = (Pn—pp) — (an — q3)

=(Pn—n) = (Pn-1- 2 —gn-1- 2)

= (2pn — 1) — 3 (2pn—1 — 1).
Przyréwnanie prawych stron uzyskanych réwnosci daje jednorodna
rekurencje liniowa drugiego rzedu

Wraz z wartosciami poczatkowymi pg = p1 = 1 wyznacza ona caly
ciag (pn). Numerycznie mozna si¢ przekonad, ze pao7 > 0,5014,
p208 < 0,4999, a zatem liczba, o ktéra pyta zadanie, wynosi 208.

Oczywiscie mozna tez uzyska¢ zwyklya metoda rozwigzanie tej ostatniej
rekurencji w postaci
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i zauwazyé, ze pn, > Aa™ dla n nieparzystych, p, < Aa™ dla

n parzystych. Wystarczy wiec sprawdzié, ze Aa?°7 > 0,5 > Aa?°%, czyli
ze liczba (In2A)/(—In ) lezy pomiedzy 207 i 208. Tak w istocie jest; jej
przyblizona warto$¢ wynosi 207,89.
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a’ + b =p,
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, b, x, y.

Zadanie 684 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadain z numeru 2/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

675. Alfabet liczy 24 litery; dwie z nich to alfa oraz
omega. Sposréd wszystkich stéw (ciagéw liter) diugosci n
wybieramy losowo jedno. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
naturalnag n, dla ktérej bardziej prawdopodobne jest
wylosowanie stowa, w ktérym litery alfa i omega

co najmniej raz sasiaduja, niz stowa bez tej wlasnoéci.

?+yi=q, (a—2)+0b-y?=p—q

676. Wzér dany do udowodnienia przedziwnie przypomina wzor
z zadania 658 (nr 3/2013) — to nie przypadek. Tam byla mowa
o czworoscianie; ale w oméwieniu rocznym (nr 2/2014) byt
dyskutowany przypadek dowolnego wymiaru: jeéli w przestrzeni R™~1
umiescimy sympleks foremny o krawedzi k, to dla dowolnego punktu tej
przestrzeni, lezacego w odleglosciach dq, ..., d, od jego wierzcholkéw,
zachodzi réwnosé
2

(B2 4+d?+...+d2) =n(k*+df +...+d}).

Tu zastosujemy skromniutki jego wariant: n = 3.

Niech ABC bedzie trojkatem rozwazanym obecnie, o bokach a, b, c.
Punkt, o ktérym mowa, to punkt Toricellego (lub punkt Fermata) T
zalozenie o katach < 120° gwarantuje, ze T' lezy wewnatrz tréjkata,

na przecigciu odcinkéw AA’, BB’, CC’ — gdzie litery z primami
oznaczajg wierzcholki tréjkatéw réwnobocznych BCA’, CAB’, ABC’,
zbudowanych na zewnatrz tréjkata ABC — to wlasnosé dobrze znana
(wyprowadzenie i komentarze mozna znalez¢ w wielu miejscach; choéby
http://pl.wikipedia.org/wiki/Punkt_Fermata ).

Przez punkty C, A, B prowadzimy proste réwnolegte odpowiednio do
AA’, BB’, CC’; przecinajac sie, tworzg one tréjkat réwnoboczny

A" B"C" (oznaczenia jak na rysunku). W trapezach réwnoramiennych
(o katach 60°, 120°) CTBA", ATCB'', BT AC" zachodzg réwnosci

|A"T| = |BC|=a, |B'T|=|CAl=b, |C"T|=|AB|=-c.

Z rysunku widaé ponadto, ze trojkat A’ B”’C’' ma bok dlugosci
|TA|+ |TB| + |TC|, czyli d.

Wzér przytoczony na wstepie stosujemy (w wersji n = 3) do tréjkata
A" B”C"" oraz punktu T, lezacego w odleglosciach d1 = a, d2 = b,
ds =cod A”, B", C"; teraz k = d, i mamy teze zadania.

Takie rozwigzanie jest zgodne z intencjg pana Tomasza Ordowskiego
(ktoéry zaproponowal oba te zadania, 658 i 676). Mozliwe jest tez
rozwiazanie znacznie bardziej bezposrednie (choé i bardziej
rachunkowe). Odcinki T'A, T'B, T'C tworza katy po 120°. Oznaczajac
ich dtugodci przez =z, y, 2z, mamy a? = y? + 22 + yz (i podobnie b2, c?).
Podstawiajac te wyrazenia do wzoru z tezy zadania dostajemy po obu
stronach wielomiany symetryczne zmiennych z, y, z, dajace si¢ wyrazié¢
przez podstawowe formy symetryczne d =z 4+ y + 2, e = yz + zx + xy,
f = zyz (to kilka linijek prostych przeksztalcenl). Zaréwno po lewej,
jak i po prawej stronie, wyrazy zawierajace f ulegaja redukcji; i jedna,
i druga strona sprowadza si¢ do wyrazenia (3d? — 3¢)?.



