VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2014

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

665 (WT = 1,32) i 666 (WT = 1,86)

z numeru 9/2013

Rami Marcin Ayoush Szelkéw
Marcin Matogrosz ‘Warszawa
Adam Dzedzej Gdansk
Janusz Fiett Warszawa
Marek Spychata Warszawa
Andrzej Idzik Bolestawiec
Wojciech Maciak ‘Warszawa
Jedrzej Garnek Poznan

41,55
40,53
40,33
40,07
39,37
38,63
36,72
36,08

Czoléwka ligi zadaniowejKlub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
562 (WT = 1,30), 563 (WT = 3,40),
564 (WT = 1,56) i 65 (WT = 2,07)

z numeréw 9/2013 i 10/2013

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw
Krzysztof Magiera FLosiéw
Michal Kozlik Gliwice
Jacek Konieczny Poznan
Ryszard Wozniak Krakéw
Tomasz Wietecha Tarnéw

Liczbe 44 punktéw po raz trzeci

45,121
42,601
40,781
25,551
22,11
22,37

przekroczyt pan Andrzej Nowogrodzki.

Gratulujemy! W podsumowaniu ligi

zamieszczonym w numerze 2/014 zlosliwy
chochlik usunat nazwisko pana Ryszarda

Wozniaka. Bardzo przepraszamy!

Zadania z matematyki nr 679, 680
Redaguje Marcin E. KUCZMA

679. Na okregu wybrano skoficzong liczbe punktéw i niektdére z nich oznaczono
kolorem bialym, a pozostate czerwonym tak, ze punktow bialych jest przeszto
dwukrotnie wigcej niz czerwonych. Dowiesé, ze istnieje taki punkt biaty, ze kazdy
tuk okregu, majacy koniec w tym punkcie, zawiera wiecej punktéw biatych

niz czerwonych.

680. Dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata ABC przecinaja okrag na nim
opisany odpowiednio w punktach D, E, F. Odcinki prostych DE i DF,
wyznaczone przez punkty przeciecia tych prostych z bokami tréjkata, maja
srodki w punktach M i N. Odcinki AD i E'F przecinaja sie w punkcie P.
Wykazaé, ze érodek okregu, przechodzacego przez punkty D, M, N, lezy na
okregu, przechodzacym przez punkty P, M, N.

Zadanie 680 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa

Rozwigzania zadan z numeru 12/2013

Przypominamy tresé zadan:

671. Ptaszczyzne podzielono prostymi poziomymi i pionowymi na kwadraty jednostkowe i niektére
z tych kwadratéw (skoniczenie wiele) zaczerniono. Kazdy czarny kwadrat ma wspolne boki

z dokladnie dwoma innymi czarnymi kwadratami. Ile moze by¢ czarnych kwadratéw? Podac
wszystkie mozliwe wartosci ich liczby.

672. Wykazad, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb wymiernych dodatnich w, v, dla ktérych liczba
u + % + v+ % jest calkowita.

671. Potraktujmy zaczernione kwadraty jako wierzcholtki skonczonego grafu;
para wierzcholkéw jest polaczona krawedzig grafu, gdy odpowiadajace im
kwadraty sasiaduja (maja wspdlny bok). Zgodnie z trescig zadania, z kazdego
wierzchotka wychodza doktadnie dwie krawedzie. Graf rozpada sie zatem na
roztaczne cykle — to znany fakt (i tatwy do wykazania: z dowolnego wierzchotka
rozpoczynamy wedréwke po krawedziach grafu, nie powtarzajac zadnej krawedzi;
musimy wroéci¢ do punktu wyjscia; odrzucamy powstaly cykl i powtarzamy
postepowanie, do wyczerpania wszystkich krawedzi).

Kazdy cykl ma dlugos¢ parzysta. Aby to zobaczy¢, wystarczy sobie wyobrazi¢, ze
(niezaleznie od zaczernien rozwazanych w zadaniu) cala plaszczyzna jest ,w tle”
pomalowana dwoma odcieniami, jak szachownica, a sasiadujace kwadraty

maja rézne odcienie; zamknigcie cyklu wymaga parzystej liczby krokow.

Tak wiec liczba czarnych kwadratéw jest parzysta. Jasne, ze nie moze ona by¢
rowna 2 i ze moze by¢ réwna 4. Czy moze by¢ réwna 67 Musialby to by¢
pojedynczy cykl; znalazlby sie¢ w nim czarny kwadrat narozny K, sasiadujacy np.
od wschodu i od péinocy z dwoma czarnymi kwadratami, K’ i K”. Kwadrat L,
rézny od K i sasiadujacy z K’', K”, nie moze by¢ zaczerniony (zamknalby on
cykl dlugosci 4). Kazda droga, laczaca K’ z K” i omijajaca kwadraty K, L,
wymaga zaczernienia wiecej niz 3 kwadratéw. Nie jest wigc mozliwe, by liczba
czarnych kwadratéw wyniosta 6.

Moze to by¢ wszelako kazda wigksza liczba parzysta 2k (k > 4). Wystarczy wziaé
prostokat o wymiarach (k — 1) x 3 i zaczernié¢ wszystkie jego pola brzegowe. Jest
ich dokladnie 2k i tworza cykl o wymaganej wtasnosci.
Dostajemy odpowiedz: liczba czarnych kwadratéw moze byé dowolna dodatnia
liczba parzysta z wyjatkiem 2 oraz 6.
672. Nieskonczony ciag takich par (un,v,) mozemy uzyskaé na przyklad biorac
ciag Fibonacciego (F} = F» =1, F,, 42 = F, 41 + F},) i okreSlajac

W, — F2n+1

" Fon1

Dla kazdego n > 1 mamy wéwczas

Uy = Fopi1Fon_1 = F3, + 1.

1 F3,. +F5,_ Fony1 — Fon1)? F3, v, — 1 1
Up+— = 2n+1 2n—1 _ ( 2n+1 2n 1) 49 = 2n +9 = n 42 = 3_7’
Unp Fonp1Fon Fonp1Fon Un, Un, Un,
a zatem suma 1 1
Up + — + U, + — =3+,
Un, Un,

jest liczba catkowita.
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