Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po 541 zadaniach

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 2 — 43,72

Krzysztof Magiera (Losiéw) 2 — 37,67
Tomasz Rudny (Warszawa) 35,20
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Jacek Konieczny (Poznan) 24,15
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 9 - 17,44

Marian Lupiezowiec (Gliwice) 1 — 12,68
Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2011-2013 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie
conajmniej 11 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz

44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (11), T. Wietecha (9),
J. Lazuka, M. Wéjcicki, J. Witkowski (jesli
uczestnik zdobyt 44 punkty wiecej niz
3razy, podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: M. Kozlik, J. Lipkowski,
K. Magiera, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Piotrowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz, L. Motyka,
R. Musial, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, T. Tkocz, P. Wach.

W ostatnich latach zakres umiejetnoéci matematycznych nabywanych w liceum
bardzo sie skurczyl, w szczegdlnoéci dotyczy to rachunku rézniczkowego. Dlatego
wszystkie zadania z fizyki zaproponowane w ubieglym roku w Klubie 44F
mozna bylto rozwiazaé, postugujac sie elementarna matematyka. Wymagato to
czasami wyboru odpowiedniego ukladu odniesienia. Na przyklad, w zadaniu 543,
gdzie nalezalo wyznaczy¢ naprezenie ograniczajacej ruch biegnacego psa linki
zakonczonej pierscieniem przesuwajacym sie po drucie, wygodnie bylo wybraé
uktad odniesienia zwiazany z pierscieniem, co pozwalalo sprowadzi¢ problem

do ruchu jednego ciata. Podobnie w zadaniu 561 z kondensatorem w polu
magnetycznym najwygodniej byto prowadzi¢ rozwazania w uktadzie odniesienia,
w ktérym nie ma pola elektrycznego. Niekiedy potrzebny byl sprytny pomyst,
jak w zadaniu 546 z woda wyciekajaca spod naczynia. Okazuje sie jednak, ze
wiekszos$¢ uczestnikéw ligi rachunkiem rézniczkowym i catkowym postuguje sie
biegle, totez przysylane rozwigzania czesto réznily sie od firmowych — i byty
bardziej pracochtonne.

W konkurencji ,najwyzszy stopien trudnosei” pierwsze miejsce (WT = 2,7) zajelo
zadanie 553 (ladowanie kondensatora przez diode o znanej charakterystyce).
Btedy byly tu dosy¢ urozmaicone, najczesciej nie uwzgledniano faktu, ze
podczas pierwszego etapu tadowania na diodzie jest niezerowe napiecie.
Zaskoczeniem byl stosunkowo wysoki stopien trudnodci (WT = 2,44) zadania
554 (zsuwanie si¢ pierécienia z gumowego kabla), gdzie w kilku rozwiazaniach

nie uwzgledniono w bilansie energetycznym zmiany energii sprezystosci kabla
rozcigganego podczas ruchu pierécienia.

Na szczegoblne uznanie zastuguje sposob prezentacji rozumowan przez
Tomasza Wieteche, ktéry przystal propozycje rozwiazan wszystkich
zadan, konkurujac w poszczegdlnych seriach o palme pierwszenstwa
z Andrzejem Idzikiem i Michalem Kozlikiem.

Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2014

Zadania z matematyki nr 675, 676
Redaguje Marcin E. KUCZMA

675. Alfabet liczy 24 litery; dwie z nich to alfa oraz omega. Sposréd wszystkich
slow (ciagéw liter) dlugosci n wybieramy losowo jedno. Wyznaczyé najmniejsza
liczbe naturalna n, dla ktérej bardziej prawdopodobne jest wylosowanie

stowa, w ktorym litery alfa i omega co najmniej raz sasiaduja, niz stowa

bez tej wlasnosci.

676. W trojkacie o bokach dlugosci a, b, ¢, o wszystkich katach wewnetrznych
mniejszych od 120°, znajduje sie punkt, ktérego suma odlegtosci

od wierzcholkéw jest minimalna i wynosi d. Dowiesé, ze zachodzi rownosé

(a® + 0%+ +d?*)? =3(a* + b+t + dY).

Zadanie 676 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

667. Kwadratowa plansza o rozmiarach n X n ma pola pokolorowane jak szachownica; n jest
ustalong liczba parzysta. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym ruchu wybieramy dowolny prostokat,
ztozony z pél planszy, i zmieniamy kolory wszystkich p6l w obrebie tego prostokata (biale na czarne,
czarne na biate). Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe ruchéw wystarczajaca, by wszystkie pola planszy
uzyskaly jednakowy kolor.

668. Czy istnieje podzbiér wlasciwy zbioru liczb wymiernych dodatnich, w ktérym wykonalne sa
dziatania mnozenia i dzielenia, nie zawierajacy si¢ w zadnym innym podzbiorze wlasciwym zbioru
liczb wymiernych dodatnich, w ktérym wykonalne sa powyzsze dzialania?

667. Rozwazamy pola brzegowe (przylegajace co najmniej jednym bokiem do
brzegu szachownicy). Zliczamy pary sasiadujacych pél brzegowych, majacych
rézne kolory. Na starcie liczba takich par wynosi 4(n — 1); w stanie docelowym
wynosi 0. Jeden ruch moze zmniejszy¢ liczbe takich par co najwyzej o 4.
Zatem liczba ruchéw, po ktérych plansza moze staé sie jednokolorowa, jest

nie mniejsza niz n — 1.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2012/13

Rami Marcin Ayoush - 41,55
Adam Dzedzej - 1-40,33
Marek Spychata 1-39,37
Janusz Fiett — 38,75
Andrzej Idzik - 1-37,70
Marcin Malogrosz 37,48
Wojciech Maciak - 36,72
Zbigniew Sewartowski - 1-35,45
Jedrzej Garnek - 1-32,90
Tomasz Kochanek - 32,40
Grzegorz Karpowicz - 1-31,51
Janusz Olszewski - 14-27,53
Jerzy Witkowski — 5-27,02
Pawel Duch - 26,60
Tomasz Wietecha — 9-26,56
Michal Kozlik — 26,46
Stanistaw Bednarek 25,92
Franciszek Salezy Sikorski — 1-24,69
Michal Miodek - 1-24,39
Wojciech Tobis - 21,08
Barttomiej Dyda - 5-20,18
Janusz Wojtal - 16,17

Legenda (przykladowo): stan konta 9-26,56
oznacza, ze uczestnik juz dziewieciokrotnie
zdobyt 44 punkty, a w kolejnej (dziesiatej)
rundzie ma 26,56 punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja

nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 15 punktéw;

— przyslali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2011, 2012
lub 2013.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié do
naszych matematycznych tamigléwek,
jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

. Gatecki (5), J. Uryga (4),

Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
Kumor (11), P. Gadzinski (7),

Jedziniak, J. Olszewski (14),

Skrzypek (4), H. Kornacki,

Wietecha (9), T. Jézefczyk,

Witkowski (5), W. Bednorz,

Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5), J. Cisto (10),
W. Bednarek (6), D. Kurpiel,

P. Najman (6), M. Kieza (4), M. Kasperski,
K. Dorobisz, A. Woryna, T. Tkocz
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(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

sdwukrotni”:

Z. Bartold, A. Czornik, A. Daniluk,

Z. Galias, P. Jedrzejewicz, K. Kaminski,
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,

T. Warszawski, G. Zakrzewski;

Pola narozne maja na starcie rézne kolory, wiec w ktéryms$ ruchu musimy uzy¢
prostokata, zawierajacego jakie$ pole narozne. Wszelako taki ruch zmniejszy
rozwazana wielko$¢ co najwyzej o 2. W takim razie n — 1 ruchéw nie wystarczy
do uzyskania zadanego celu, potrzeba co najmniej n ruchdw.

Pozostaje zauwazy¢, ze n ruchéw faktycznie juz wystarczy: w poczatkowych

n/2 ruchach zmieniamy kolory w co drugim wierszu, wszystkie kolumny staja sie
jednokolorowe (plansza ,w zebre”). W kolejnych n/2 ruchach zmieniamy kolory
w co drugiej kolumnie i gotowe.

668. Maksymalna podgrupa wilasciwa grupy multiplikatywnej liczb wymiernych
dodatnich — tak si¢ w jezyku algebry nazywa obiekt, ktérego istnienie nalezy
rozstrzygnaé. Podamy przyktad takiej podgrupy. Kazda liczba g € Q"
(wymierna dodatnia) daje sie przedstawié w postaci

L

(1) g=2%.—: [k, ¢,m calkowite; ¢,m > 0 nicparzyste;
m

wykladnik k € Z jest wyznaczony jednoznacznie.

Okreslamy zbior G, zaliczajac don te liczby powyzszej postaci, ktére maja
wykladnik k parzysty. Nie wszystkie liczby ¢ € Q™ sie tu znalazly, wiec G
jest podzbiorem wlagciwym zbioru Q. Jest on zamkniety wzgledem dziatan
mnozenia i dzielenia (tworzy podgrupe grupy Q1) — to jasne. Trzeba jeszcze
wykazaé, ze jezeli G jest podgrupa grupy QF, zawierajaca G i nie identyczna
z G, to G =QT.

Wybierzmy wiec i ustalmy dowolny element gy € G \ G. Jest to liczba postaci (1):

14
qo = 20 . —0; Lo, mo > 0 nieparzyste,

mo

przy czym wykladnik kg jest nieparzysty. Wszystkie iloczyny qog, gdzie q € G,
naleza do G. Piszac ¢ w postaci (1), z parzystym k, mamy

Lol
mom’
Gdy k przebiega zbior wszystkich liczb parzystych, kg 4+ k przebiega zbior
wszystkich liczb nieparzystych. Ponadto kazdy ulamek L/M o liczniku
i mianowniku dodatnim nieparzystym mozemy uzyska¢ jako drugi czynnik
przedstawienia (2), biorac ¢ = Lmg, m = M.

(2) gog = 2+

To znaczy, ze w zbiorze G znajduja sie wszystkie liczby wymierne dodatnie
z nieparzystg potegg dwdjki. Liczby z parzysta potega dwojki, czyli elementy
zbioru G, tez si¢ w G znajduja. Zatem, istotnie, G = Q.

[Nieco ogélniej, mozna bylto wzia¢ dowolne liczby pierwsze p,p’ (rézne lub
nie) i okresli¢ G jako zbiér wszystkich utamkéw p* - £/m, gdzie £,m > 0 sa
niepodzielne przez p, za§ wykladnik k € Z jest podzielny przez p'; takie utamki
réwniez tworza maksymalna podgrupe wlasciwa (w podanym przykladzie
przyjelismy p = p’ = 2) ]

x ok ok

Odnotujmy male od$wiezenie w Regulaminie: rozwiazania zadan oraz wszelka
korespondencje w sprawach ligi mozna przysylaé¢, jak dotychczas, poczta
tradycyjna (do czego zachecamy); mozna tez poczta elektroniczna pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (co zreszta cze$é uczestnikéw juz od jakiego$ czasu robi,
Regulamin za$ goni zycie; wprowadzony retusz jedynie afirmuje istniejacy
stan rzeczy).

% %

Geometria w lidze co$ staba. Gdy przejrzeé¢ zadania z kilkunastu niedawnych
numeréw (oraz ich rozwiazania), rzuci sie w oczy, ze te geometryczne
przedziwnie tatwe. W czym rzecz? Nieodzalowany trener Kazimierz Gorski
zwykl mawiaé: tak sie gra, jak przeciwnik pozwala.

Otéz wydaje sie, ze upodobania geometryczne u regularnych uczestnikow ligi
znajduja sie na dalszym planie. Regularnych — kto to? Grono uczestnikdw,
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»jednokrotni”:

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, A. Dzedzej,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Garncarek,
J. Garnek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,

A. Idzik, K. Jachacy, M. Jastrzebski,
A. Jozwik, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latatla,

P. Lipinski, P. Lizak, P. Labedzki,

M. Lupiezowiec, J. Mandziuk,

B. Marczak, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikotajczak,

M. Mikucki, J. Milczarek, M. Miodek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikula,
B. Piotrowska, W. Pompe,

M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,

R. Stowik, A. Smolczyk, P. Sobczak,
M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 648 [F} = Fo =1, F,410 = F,, + F,, 41 = ciag
(FL/%) jest malejacy] (WT = 2,68; LPR = 7). Dla

rzecz jasna, ewoluuje — jedni z wolna wycofuja sie z zabawy, nowi dochodza,

ale istnieje wyrazny trzon sympatycznego grona tych, ktérzy sa z nami stale,

od do$¢ dawna lub od bardzo dawna (maksimum stazu wynosi tyle, co wiek ligi)
i nie wydaja sie znuzeni. I widaé, ze w wiekszosci czuja sie zdecydowanie lepiej
w tematyce niegeometrycznej.

W kazdym numerze jedno zadanie pochodzi z nadsylanych propozycji. Algebra

i analiza sa tam reprezentowane bardzo mocno; liczby catkowite i szeroko
rozumiana kombinatoryka — tez nie najgorzej. Okregéw, tréjkatéw, przeksztalcen
plaszczyzny — raczej nie widaé. Te zadania musi wyszukiwaé redaktor ligi. Gdy
wiec decyduje sie zamiesci¢ jedno z proponowanych zadan algebraicznych, ono
za$ sprawia wrazenie rzetelnie trudnego, trzeba je dopelni¢ do pary zadaniem
znacznie tatwiejszym, no i z odmiennej tematyki. Korelacja: [geometria « latwa]
staje sie nieunikniona. ..

Popatrzmy nizej. Do corocznego przegladu zostaly wybrane zadania ciekawsze
i trudniejsze (zreczne rozwiazania, znaczace uogélnienia, wysoki wspétezynnik
trudnosci, niewielka liczba rozwiazan). Sa tu wylacznie zadania o numerach
parzystych, a wigc proponowane przez Czytelnikéw — i jest to prawie wylacznie
algebra z analiza (zadanie 658, mimo formalnie geometrycznej tresci, to tez
czysta algebra).

(réznica w ostatnim nawiasie ma warto$é 1, wobec
parzystosdci n); w tym fragmencie byta w pracy pomylka

rutyniarzy (J. Cisto, M. Malogrosz, J. Olszewski,
W. Bednarek, K. Kaminski, a takze redaktor ligi
w rozwiazaniu firmowym) bylo jasne, ze nalezy uzyé
wzoru Bineta

p=(BHD/2  Fu= (0"~ (—0)")/V5,
i dalej prowadzié¢ stosowne szacowania, stopniowo
redukujac teze zadania — mniej lub bardziej zrecznie
— do prostszych nieréwnosci. To teraz popatrzmy,
jak na tym tle wyglada rozwiazanie, ktére przystala
Karolina Cynk, uczennica liceum (niestety praca
otrzymala ocene nieco nizsza od maksymalnej,
z powodu usterki, o ktérej nizej).

Dowodzona. nieréwno$é
n+1 n
(1) F. 5 > Fris

wynika dla n nieparzystych wprost stad, ze

Fouyo > @"2/\/5, F 13 < "3 /\/5. Ciekawy moment

nastepuje teraz: dla n parzystych Autorka rezygnuje
z Bineta i dowodzi (1) przez indukcje ze skokiem 2,

startujac od n = 2 (F} = 27 > F? = 25); dla parzystego

n > 2 zaklada indukcyjnie, ze F"~! > F,’Z;f, po czym

korzysta (tu jest istota pomystu!) z dwoch nieréwnosci

pomocniczych:
(2)  Fop1Foyo > FyFuys oraz Fp , > F,F2,

— wystarczy podnie$¢ pierwsza z nich do potegi n — 2,
pomnozy¢ przez druga i przez te z zalozenia
indukcyjnego, by dostaé teze (1). Pierwsza
nieréwnosé (2) jest znana i latwa (lewa strona jest

o 1 wigksza od prawej); druga mozna za$ uzasadnié
na przyktad tak:

3 2 _
Fn+2 - FnFn+3 -
_ 3
- Fn+2 -
3
=F 1 — FopoFap1(Fuyo — Fuyr) =

= n+1(F5+1 - FnFn+2) = Fn+1
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(Frt2 — Fog1)(Frgz + Fry1)® =

— po jej poprawieniu rozumowanie przebija prostota
wszystkie pozostale!

Tomasz Wietecha wykazal nieréwnos¢ (1) w obu

przypadkach indukcyjnie, co jednak dla n nieparzystych

okazalo sie bardziej uciazliwe niz skorzystanie
ze wzoru Bineta.

Interesujaca interpretacje kombinatoryczna tezy
zadania wskazal Jerzy Cisto: rozwazamy macierze
zero-jedynkowe o rozmiarach: n wierszy, n+1 kolumn.
Lewa i prawa strona nieréwnosci (1) — to odpowiednio
liczba takich macierzy, w ktorych nie ma dwdéch
jedynek jedna tuz nad druga oraz liczba takich, gdzie
nie ma dwoch jedynek jedna obok drugiej. W takiej
macierzy jest mniej par klatek sasiadujacych pionowo
niz par sasiadujacych poziomo, dlatego pierwszy

z tych warunkéw jest ,tatwiejszy” do spelnienia

niz drugi. To przekonujaca agitacja za stusznoscia
tezy (1)... ale wykazad jej stusznoéé — to to samo, co
zrobi¢ zadanie.

Zadanie 650 [Ile maksymalnie wiez mozna ustawié na
szachownicy nxn, by wsréd dowolnych k wiez byty
dwie, ktére sie atakuja?] (WT = 2,51; LPR = 10).
Latwo ustawié n(k — 1) wiez; wystarczy zapelni¢
nimi prostokat n x (k—1). Wiecej sie nie da —
chyba wszyscy rozwiazujacy pokazali to prosciej,
niz rozwiazanie firmowe. Szczegdlnie urzeklto

nas takie oto, banalnie proste, rozumowanie

(J. Garnek, M. Malogrosz, J. Olszewski):

w pola pierwszego wiersza planszy wpisujemy
kolejno liczby [1,...,n]; w pola drugiego wiersza:
[2,...,n,1]; i tak dalej, cyklicznie; ostatni wiersz:
[n,1,...,n—1]; gdy na planszy postawimy wiecej
niz n(k — 1) wiez, to dla pewnego r € {1,...,n}

w polach z wpisang liczba r znajdzie si¢ wigcej niz k — 1

wiez; a wiec co najmniej k wiez; i zadne dwie z nich
nie atakujg sie wzajemnie!



n

Zadanie 652 [a,b,c >0, n>1= Z'f:—:bl > %]
(WT = 2,45; LPR = 13). Uzyte oznaczenie — to sumy
cykliczne (na przyklad lewa strone nieréwnosci nalezy
an+1 bn+1 Cn+1

a+b b+c + c+a )

odczytaé jako

Rozwiazanie, ktére zaproponowal Witold Bednarek,
autor zadania (wydrukowane jako firmowe) wydalo
sie prowadzacemu lige tak trikowe, ze zakwalifikowal
zadanie jako trudne. Jednakze — robione inng
metoda — wcale sie takim nie okazalo, o czym
Swiadczy spora liczba dobrych prac. We wszystkich
(prawie) tych pracach istotne jest spostrzezenie,
ze trojki (a, b, c), (a” 1,071 c"~1) sg jednakowo
uporzadkowane, wiec w mys$l twierdzenia o ciggach
jednomonotonicznych:

Z a” > Z a" b,
Rozumowanie, ktére z wykorzystaniem tego
spostrzezenia prowadzi do tezy zadania, bylo w kazdej
pracy inne (nieréwnosci miedzy $rednimi, wypuklosé,
pochodne; rozbicie na przypadki lub nie). Redaktor
ligi wybral po jednym pomysle z kilku przeczytanych
prac i teraz moze z ich uzyciem zaproponowac
takie rozwigzanie: dzigki tatwej do sprawdzenia
nieréwnoéci a(aa_i__bb) > %b dla a,b >0, jesli Li P
oznaczaja lews i prawa strone nieréwnosci danej
do udowodnienia, to

an-i—l am an—l a(a _ b)
L-P= ~ ) = RaCAnL /S
(T ST

"ta-b 1 _
>Za2 .a2 :Z<Zan_zan 1b)>0

i gotowe. Rachunek w takiej doktadnie postaci

nie pojawil sie w zadnej pojedynczej pracy uczestnika
— to emanacja madrosci zbiorowe;j.

A zmyslne rozwiazanie firmowe — czy ktos$ znalazt?
Alez tak: Janusz Olszewski.

Zadanie 658 [Czworoécian foremny o krawedzi a;
punkt P w odleglosciach dy, ..., ds od wierzchotkow =

(a® + 32 d;?)? = 4(a* + 3 d;Y)] (WT = 1,81; LPR = 11).

Pan Tomasz Ordowski przystal to zadanie wraz

z rozwigzaniem, zaznaczajac, ze autorem rozwigzania
jest Jerzy Cislo. Zostato ono zamieszczone jako
firmowe w numerze 7/2013. Przypomnijmy, ze dowdd
polegal na umieszczeniu czworoscianu w przestrzeni R*,
z wierzchotkami na osiach, wzigciu punktu P, lezacego
w jednej tréojwymiarowej hiperptaszczyznie z owymi
wierzchotkami, i rachowaniu na jego wspolrzednych;
przy takim ujeciu rachunki mocno zyskuja na prostocie
(rachunki w pracach uczestnikéw ligi nie wychodzilty
poza R? i juz nie byly tak proste...).

Autor rozwiazania zauwazyl, Ze przenosi sie ono na
(n—1)-wymiarowy sympleks foremny o krawedzi a

w przestrzeni R”~! i dowolny punkt P € R*~!

w odleglosciach dy, ..., d, od wierzchotkéw; wystarczy
umieéci¢ sympleks w R", z wierzchotkami na osiach, by
doktadnie takim samym rachunkiem uzyska¢ wzor

(3) (P+d+.. . +d) =n+d+... +d})
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(obaj wymienieni autorzy wspélnie zajmowali sie tym
zagadnieniem jeszcze przed zaproponowaniem go jako
zadania dla ligi).

Autor zadania wskazal nieco szerszy kontekst:
n-wymiarowa objetosé¢ V,, sympleksu n-wymiarowego
o wierzchotkach Ay, ..., A,4+1 jest dana znanym wzorem
V2 = ¢, det M, gdzie M jest macierza (n+2)x(n+2),
w postaci blokowej

M= |:JOT I{’:|7
K to macierz (n+1)x(n+1) o wyrazach |A; A;|?,
J=[1,...,1], za$ ¢, = (—=1)"*127"(n!)~2. Gdy
punkty Ay, ..., A1 leza w jednej (n—1)-wymiarowej
hiperplaszczyZnie, sympleks (zdegenerowany) ma
objetosé¢ zerowa (det M = 0); gdy ponadto punkty
Ai,..., A, sa wierzchotkami (n—1)-wymiarowego
sympleksu foremnego, a punkt A, 1 = P lezy w jego
hiperplaszczyznie, w odleglosciach d; od wierzchotkow,
réwnanie det M = 0 prowadzi do wzoru (3).

Wyprowadzenie wzoru V,2 = ¢, det M (tzw. wyznacznik
Cayleya—Mengera) mozna znalezé na przyktad pod
www.mathpages.com/home/kmath664/kmath664.htm; dla n = 3
takze w artykule Siatka czworoscianu w numerze 9/2013

(przyp. redaktora ligi, ktéry z niemalym zaciekawieniem wyczytal
w zacytowanym materiale internetowym, ze wzér 6w dla n = 3
odkryl renesansowy malarz Piero della Francesca) (!).

Zadanie 662 [xg > 0; z,11 = 22 /(e — 1);

an =n(2 —nxy,)/Inn; limg, =7 (WT = 2,84;

LPR =5). Ten sam ciag (z,) byl przedmiotem
wczesniejszego zadania 654, w ktorym nalezalo obliczyé
granice limnx,; wynik 2. Zatem ciag (2 — nx,,) dazy
do zera; ale jak szybko? odpowiedZ daje obliczenie
granicy lim ¢, = 4/3; tak wigc 2 — nz, = O(lnn/n).
Kluczem do obliczenia byl wzér Stolza — korzystali

z niego wszyscy, ktorzy zadanie zrobili, a takze
rozwiazanie firmowe.

Pawel Najman proponowat oba te obliczenia
(limnz, =7 ; limg, = ?) jako jedno zadanie. Rozbicie
na dwa zadania to juz pomyst redaktora ligi. Rzecz

w tym, ze wzor Stolza jest dobrze znany zawodowym
matematykom oraz studentom matematyki, ale
niekoniecznie studentom innych kierunkéw oraz
pozostalym Czytelnikom.

Granice limnz,, = 2 mozna bylo wyznaczy¢ réznymi
sposobami; zadanie 654 rozwiazato kilkanascie osob.
Tam tez mozna bylo uzyé wzoru Stolza — i zostal

on uzyty w rozwiazaniu firmowym, wydrukowanym
w tym samym numerze, co tres¢ zadania 662 — wlasnie
po to, by obliczenie granicy ciagu (g, ) znalazto

sie w zasiegu szerszego grona uczestnikow ligi; by
da¢ wszystkim orez do reki. Wystarczyto przed
zaatakowaniem zadania 662 starannie zapoznaé

sie z rozwigzaniem zadania 654, gdzie wzor Stolza
zostal dokladnie sformulowany, a jego stosowanie —
wyjasnione. Mimo tak wyrazistej wskazowki, tylko
pieciu uczestnikéw uporalo sie z tym: J. Garnek,
K. Kaminski, M. Malogrosz, J. Olszewski,

T. Wietecha.



