Matematyka z Mathematicg: automaty komorkowe
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Rozwigzanie zadania F 842.
Podczas lotu pocisku z duzg predkoscia
sita oporu jest proporcjonalna
do kwadratu predkosci pocisku. Z dobrym
przyblizeniem mozna tez zalozy¢, ze
pocisk porusza sie po linii prostej.
Odpowiedz na pytanie postawione
w zadaniu wymaga zbadania, jak
zmienia sie energia pocisku z przebyta
droga. Dzialajaca na pocisk sita to
F = ka, gdzie v oznacza predkosé
chwilowa, a k to stala zalezna od ksztaltu
pocisku; zwrot tej sily jest przeciwny
do zwrotu predkosci. Poniewaz dla
ruchu jednowymiarowego silta jest
réwna zmianie energii dE na jednostke
dlugosci toru ds (w tym przypadku mamy
do czynienia jedynie z energig kinetycznag
E = %m,’uz% mozemy napisa¢ rownanie
ruchu w postaci

dE 2kE

ds m

Przy tej samej energii poczatkowej
i przebytej drodze pocisk ciezszy ma wiec
wigkszg energie.

W 2002 r. ukazala sie ksiazka

A New Kind of Science, oparta na
wynikach wieloletniej pracy Wolframa

— niewatpliwie najobszerniejsza

i najbardziej znaczaca praca poswigcona
automatom komoérkowym. Jak inne dziela
tego autora, ksigzka przyciggneta wielka
uwage nie tylko srodowisk naukowych, ale
takze mediow, i wywotala kontrowersje.
Jej gléwne idee majg pewien zwigzek

z Mathematicq.
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Systemy algebry komputerowej. We wspdlczesnym $wiecie komputery

maja coraz wiekszy wplyw zaréwno na sposéb uprawiania matematyki,

jak i na sama matematyke. Wielu waznych probleméw, zaréwno czysto
teoretycznych, jak i pochodzacych z zastosowan, nie mozna rozwiazac

bez pomocy odpowiednich programéw. Umiejetno$é¢ postugiwania sie komputerem
w obliczeniach numerycznych i symbolicznych nalezy dzis do podstawowego
wyksztalcenia matematyka.

Zwykle najbardziej efektywne jest uzycie programow zaprojektowanych specjalnie
do takich obliczen, czesto nazywanych CAS (Computer Algebra System — system
algebry komputerowej). Sa to np. Macsyma, Maple, Maxima, MuPad, MatLab,
Reduce, Axiom, Magma, Macaulay, Singular, i wiele innych — wsréd nich znajduja
sie zaréwno programy komercyjne, jak i darmowe oraz open source. Te programy
maja zaimplementowane najnowsze algorytmy z réznych dziedzin matematyki,

a takze udostepniaja jezyki programowania pozwalajace uzytkownikowi na pisanie
wlasnych programow. Odgrywaja wielka role w powstawaniu nowego dzialu nauki
zwanego matematykq eksperymentalng.

Mozna wyrézni¢ dwa typy systeméw algebry komputerowej: programy
wyspecjalizowane w szczegdlnych dzialach matematyki (np. algebra przemienna,
teoria grup, numeryczna algebra liniowa, réwnania rézniczkowe, statystyka itd.),
oraz programy ogdélne, stuzace ,,do wszystkiego”. Chcemy tu przedstawi¢ program
Mathematica [1], nalezacy do tej drugiej grupy. Jest on bardzo wszechstronny,

a jednoczesnie roézne jego funkcje dobrze wspétdziataja. Sprébujemy pokazaé zakres
mozliwosci zastosowania Mathematiki na przyktadzie automatéow komorkowych.
Jest to zagadnienie, w ktorym bez programu komputerowego bytoby bardzo
trudno otrzymac ciekawe wyniki. Ponadto nie tylko lezy w obrebie matematyki
eksperymentalnej, ale jest takze blisko zwiazane z historia Mathematiki oraz z osoba
jej pomystodawcy. Mathematica jest, oczywiscie, dzielem wielu os6b — nikt nie bytby
w stanie napisa¢ samodzielnie tak duzego, a przede wszystkim wszechstronnego
programu. Jednak glowna idea i istotna cze$¢ implementacji sa dzielem jednej
osoby: fizyka Stephena Wolframa.

Wolfram i jego dzieto. Wolfram, urodzony w 1959 r., jest niezwykla i wybitna,
choé¢ takze kontrowersyjna, postacia. Swoj pierwszy artykul opublikowal, majac
18 lat, jako student fizyki na uniwersytecie w Oxfordzie (gdzie zostal przyjety

w wieku 15 lat). Opuscil uniwersytet, formalnie nie ukonczywszy studidéw, jako
autor dziewieciu artykuléw. Uzyskal stopien doktora na Uniwersytecie Caltech

w Los Angeles, gdzie zostal zatrudniony. Byt jedna z pierwszych oséb, ktoérej
przyznano stynny ,grant dla geniuszy” (MacArthur Fellowship). Bedac w Caltech,
Wolfram wspéltworzyl system algebry komputerowej SMP, ktory stal sie pozniej
podstawa Mathematiki.

W 1983 r. w Institute for Advanced Study w Princeton Wolfram rozpoczat
badania automatéw komoérkowych, ktére staly sie gtéwnym obiektem jego
zainteresowan naukowych. Podstawowa metode stanowity symulacje komputerowe,
a pierwsze wersje Mathematiki byly ich gléwnym narzedziem. W 1987 r. Wolfram
stworzy! firme Wolfram Research, zajmujaca sie gléwnie rozwojem i marketingiem
Mathematiki i innych powiazanych z nig programéw. Rok pdzniej opuscil $wiat
akademicki, poswigcajac si¢ calkowicie prowadzeniu firmy oraz badaniom
dotyczacym automatéw komorkowych. W dalszej czedci tekstu przyjrzymy sie
obiektom tych badan i mozliwosciom, ktére przy pracy nad tym zagadnieniem
daje Mathematica.

Automaty komoérkowe. Pojecie automatu komoérkowego zostalo wprowadzone
przez Johna von Neumanna i Stanistawa Ulama w celu modelowania
samoreprodukcji wyidealizowanych systeméw biologicznych. Nadaje si¢ ono
jednak réwnie dobrze do modelowania dyskretnych systeméw fizycznych lub
chemicznych. Takie systemy mozna uwazac za przyblizenia uktadéw dynamicznych,
czyli systemow modelowanych za pomoca rownan rézniczkowych.
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Rys. 1. Dziewig¢¢ generacji
dwuwymiarowego automatu komérkowego
Gra w zycie.

Poniewaz Wolfram stworzyt Mathematice
w duzym stopniu w celu ulatwienia
badan automatéw komoérkowych, jest

to jedno z najwygodniejszych narzedzi
do tego celu. Badanie automatéw
komérkowych to jedna z dziedzin,

w ktérych bez specjalnego przygotowania
programistycznego i gltebokiej znajomosci
matematycznej strony tematu, mozna
(za pomocg Mathematiki, ale nie tylko)
dokonywaé oryginalnych odkry¢.

Oczywiscie, w kodzie obok jedynie
funkcja CellularAutomaton i jej argumenty
majg bezposredni zwigzek z automatami
komérkowymi — reszta kodu dotyczy
tworzenia grafiki.
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Rys. 3. Etap ewolucji tréjwymiarowego
automatu nr 14.

Automat komérkowy sktada sie z dyskretnej siatki komoérek w n-wymiarowej
przestrzeni. Kazda komoérka moze przyjmowaé skonczona liczbe stanéw. System
ewoluuje z pewnej konfiguracji poczatkowej, czas jest liczony dyskretnie. Nowy stan
kazdej komorki zalezy od jej otoczenia w poprzedniej chwili. Jest kilka naturalnych
definicji otoczenia, ale najczesciej przyjmuje sie, ze sklada sie ono z rozwazane;j
komorki i wszystkich z nia sasiadujacych. Stan wszystkich komérek zmienia sie
rownocze$nie, tworzac nowa generacje.

Najbardziej popularny przyktad, dwuwymiarowy, to wymyslona przez

Johna Conwaya Gra w Zycie. W grze Conwaya komorki przyjmujg dwa stany: sa
zywe lub martwe. Martwa komoérka, ktora ma doktadnie trzech zywych sasiadéw,
staje sie zywa w nastepnej jednostce czasu (rodzi sie), zywa komérka z dwoma
albo trzema zywymi sasiadami pozostaje nadal zywa, natomiast przy innej liczbie
sasiadéw umiera (z samotnosci albo zatloczenia).

Automaty w Mathematice. Wolfram przywiazuje wielka wage do badan
zlozonych systeméw za pomoca automatow komérkowych, okreslit to nawet jako
,howy rodzaj nauki” — cze$¢ wspomnianej wcze$niej matematyki eksperymentalne;.
Zatem trudno sie dziwié, ze w Mathematice istnieje funkcja CellularAutomaton.
Na przyktad kod tworzacy rysunku 1 wyglada tak:
GraphicsGrid[{ArrayPlot [#, ImageSize -> 80, Mesh -> True] &

/@CellularAutomaton[{224, {2, {{2, 2, 2}, {2, 1, 2}, {2, 2, 2}}},

{1, 13}, {{{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 1, 1}}, O}, 81}]
By wyjasni¢ dziatanie tej funkeji (a takze uzyskaé pewne pojecie o jezyku
Mathematiki), postuzymy sie bardzo prostym przykladem automatu:
jednowymiarowym z tylko dwoma stanami, ktore bedziemy oznaczali cyframi 11 0.
Za otoczenie danej komorki bedziemy przyjmowali te komérke wraz z dwiema
sasiednimi. Takie automaty Wolfram nazywa elementarnymi. Regula ewolucji
takiego automatu moze by¢ zapisana w jezyku Mathematiki na wiele réznych
sposobow. Najczesciej uzywana jest metoda Wolframa, ktora przedstawia regule
ewolucji w postaci liczby.

W przypadku elementarnego automatu musimy zapisaé, jak w kolejnym kroku
ewolucji zmienia si¢ érodkowa cyfra w kazdej z 23 mozliwych tréjek (i, 7, k)
ztozonych z zer i jedynek. To jest rownowazne podaniu jednej liczby oémiocyfrowej
zapisanej w systemie dwojkowym (lub jej dziesietnego réwnowaznika). Kolejne
cyfry (dwéjkowe) tej liczby moéwia, na co zmieni sie srodkowy element w kolejnych
tréjkach ustawionych w ciag malejacy liczb w systemie dwéjkowym. Na przyktad
regula 30, czyli binarnie 00011110, oznacza automat, w ktérym

{1,1,1} —0, {1,1,0}—0, {1,0,1}+—0, {1,0,0} — 1,
{0,1,1} —1, {0,1,0}—1, {0,0,1}+—1, {0,0,0} — 0.

Dla automatéw w wyzszych wymiarach mozna zastosowaé¢ podobny zapis.

W najprostszej formie funkcja CellularAutomaton ma trzy argumenty: liczbe
oznaczajaca regule (w przykladzie z rysunku 1 jest to 224), stan poczatkowy
i liczbe krokow ewolucji.

Automat — generator liczb pseudolosowych. Rysunek 2 prezentuje
poczatkowe sto generacji rozwoju automatu komérkowego opisywanego przez
regule 30. Na tym automacie oparty jest jeden z generatoréw liczb pseudolosowych
uzywanych przez Mathematice. Ewolucje tego automatu mozna tez opisac
za pomocg formuty rekurencyjnej

bi = ai—1 + ait1 + a; + a;a;41 mod 2,
gdzie a; oznacza 0 (bialy piksel) lub 1 (czarny piksel) w kolumnie i pewnego wiersza
a b; w kolumnie j nastepnego. Stan poczatkowy okreslony jest w kodzie przez
{1,{0}}, co oznacza jedynke otoczona nieskoficzonymi ciagami zer (jak widaé
w pierwszym wierszu). Okazuje sig, ze wartosci w srodkowej kolumnie zachowuja
sie losowo. Otrzymujemy w ten sposoéb generator liczb pseudolosowych, ktory bardzo
dobrze sie sprawdza, mimo ze oparty jest na prostej i oczywiscie deterministycznej
formule. Jak widaé¢, nie tylko rozwdj Mathematiki stuzy badaniu automatow
komoérkowych, ale zachodzi réwniez zaleznosé odwrotna.
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Rys. 4. Przyktad solitonowego automatu
komoérkowego (Reiko Sakamoto,

zrédlo: strona internetowa

Wolfram Demonstrations Project,
http://demonstrations.wolfram.com/
PeriodicBoxBallSystem).

X n+1
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Rys. 5. Rozwigzania réwnania (2) dla
K=1,...,20.
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Oczywiscie, ten automat mozna dosy¢ tatwo zaprojektowad i przedstawic graficznie
wlasciwie w dowolnym jezyku programowania, ale w Mathematice caty kod tworzacy
rysunek 2 to tylko jedna linijka:

ArrayPlot [CellularAutomaton[30, {{1}, 0}, 100]]

Dla bardziej ztozonych automatéw komorkowych wcale nie jest duzo trudniej.
Ponadto, za pomocg graficznych bibliotek Mathematiki mozna stworzy¢ wiele
spektakularnych ilustracji ewolucji automatéow komoérkowych — jedng z nich
pokazuje rysunek 3.

Automaty i rownania rézniczkowe. Jak wspomnielisémy, automaty komoérkowe
moga by¢ rozwazane jako skrajne przyklady dyskretyzacji réwnan rézniczkowych,
gdzie nie tylko czas i przestrzen sa dyskretne, ale takze rozwiazanie istnieje tylko
w skonczonym zbiorze mozliwych stanéw. Okazuje sie, ze wickszo$¢ zjawisk
opisywanych przy uzyciu teorii réwnan rézniczkowych ma swoje odpowiedniki

w teorii automatéw komorkowych. Miedzy innymi istnieja odpowiedniki

tzw. solitondw (pewnych fal o ciekawych wlasnodciach), ktére od wielu lat intryguja
badaczy. Symulacje solitonu, autorstwa Reiko Sakamoto, widzimy na rysunku 4.
Przy okazji, przyktad ten pokazuje tzw. dynamike, czyli rodzaj interaktywnosci,
bedacy jedna z najciekawszych cech Mathematiki od wersji 6 wtacznie.

Automaty (i uogélnienia), ktére mozna bada¢ (prawie) bez komputera.
Wprawdzie automaty komoérkowe bardzo trudno bada¢ metodami matematycznymi
— jest niewiele nietrywialnych twierdzen — ale, jak widzieliémy, doskonale nadaja
sie do symulacji komputerowych. Istnieja takze automaty komoérkowe, nazywane
catkowalnymi, dla ktérych mozna otrzymacé pewne wyniki za pomoca metod
matematyczno-fizycznych. Wladnie takim automatem jest ten na rysunku 4.
Ostatnio duze zainteresowanie budza uogélnienia automatéw komorkowych
nazywane réwnaniami ultradyskretnymi (ang. ultra discrete equations), majace
wlasnosé catkowalnosci. Powstaja one z réwnan dyskretnych przez pewne
przejscie graniczne.

Rozwazmy, na przyktad, réwnanie dyskretne

1
(1) Tp41Tp—1 = k+ —

gdzie k jest stala. Poniewaz
lim+ log(e?/% + eP/%) = max(A, B),
e—0

X;/e

wiec wprowadzajac nowe zmienne X; zdefiniowane wzorem z; = e iprzechodzac

do granicy przy € — 07, uzyskujemy réwnanie ultradyskretne
(2) Xpm+ X+ X1 = maX(Xn + K, 0)

Dla stalej K i poczatkowych wartosci X i X1 bedacych liczbami catkowitymi
wszystkie rozwiazania tego réwnania sa catkowite. Mozna wykazaé, ze przy
iteracjach réwnania (1) nie zmienia sie nastepujaca wielkosé:

k k 1

I=z,+2,1+—+ +

T Tp—1 Tpnlp—1

Odpowiadajacy jej niezmiennik dla réwnania (2) to
I=max(X,, X, - 1,K - X, 1, K — X,,,— X, — Xpn_1)-

Wiecej na ten temat mozna znalezé w artykule [2]. Wprawdzie Mathematica
nie jest w stanie znalezé ogdlnego rozwiazania tych rownan, ale za to mozemy

tatwo zilustrowac rozwiazania graficznie w przestrzeni X,,, X, 41, np. z wartosciami
poczatkowymi Xo =0, X; =1 dla K =1,...,20 (zob. rys. 5).

Ogoélnie szukanie rozwigzan réwnan ultradyskretnych jest bardzo trudne, ale
zdarzaja sie wyjatki. Nastepujacy przyklad pochodzi z pracy [2]. W réwnaniu
dyskretnym x,, 12,41 = 2z, wprowadzamy nowe zmienne X; = ¢log z;,
otrzymujac ultradyskretne réwnanie X,,_1 + X,,+1 = X, + n. Szczedliwie jest
to po prostu réwnanie liniowe, wiec Mathematica potrafi je rozwiazaé:

RSolve[X[n-1]+X[n+1] == X[n] +n, X[n]l, n] // Simplify
{{X[n] — c1e’5 + S et n}}.
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