Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

®

-

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

to tytul Weterana. Szczegdlowy

Zadania z matematyki nr 661, 662
Redaguje Marcin E. KUCZMA

661. Dany jest trojkat réownoboczny ABC oraz punkt D na boku BC. Punkty
E, F,G, lezace odpowiednio na bokach AB,C'A, BC, sa wyznaczone przez

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VII 2013

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
647 (WT = 1,34) i 648 (WT = 2,68)
z numeru 10/2012

Janusz Olszewski
Wojciech Nadara
Pawel Labedzki Kielce 36,92
Witold Bednarek Lodz 36,54
Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52
Krzysztof Kaminski Pabianice 33,44

Warszawa 41,89
Warszawa 39,64

Rozwigzania zadan z numeru 1/2013
Przypominamy tres¢ zadan:

653. W egzaminie testowym pytania sg ponumerowane 1,2,...,n.
Za prawidlows odpowiedz na k-te pytanie uczestnik otrzymuje

k punktéw; za bledng (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw.
Po zliczeniu wynikéw okazalo sig, ze w kazdej tréjce uczestnikow
znajduja si¢ dwaj tacy, ktérzy uzyskali rézne sumy punktéow. Jaka
jest najwigksza liczba uczestnikéw, dla ktérej taka sytuacja mogta
mieé¢ miejsce?

654. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym
2
Ly . - .
dlan=0,1,2,...;

x 1= —————
n+ etn — 1 )

wyraz poczatkowy xo jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczy¢ granice

limy, 0o NT, .

653. Wynik uzyskany przez uczestnika jest liczba postaci
+1+2+... £ n (dowolny uktad znakéw). Wszystkie takie
liczby sa jednakowej parzystosci. Zatem zbiér mozliwych
wynikéw zawiera si¢ w zbiorze
{-N,-N+2,—-N+4, ..., N—4, N -2, N},
1

gdzie N = %
Ten ostatni zbidr liczy N + 1 elementéow. Wykazemy, ze
kazdy element jest mozliwym wynikiem.

Uczestnik z przynajmniej jedna dobra odpowiedzig uzyskal
wynik Y ie;, gdzie &; = +1 i nie wszystkie &; s réwne —1.
Zamieniamy ciag (e1,...,€,) na ciag (¢1,...,¢ey) okreslony

nastepujaco:
e gdy 1 = 1, bierzemy &7 = —1, pozostale €} = ¢;;
e gdy €1 = —1, znajdujemy najmniejszy numer j, dla ktérego

gj =1 (wiec ;-1 = —1); przyjmujemy ¢;_; =1, e = —1,

pozostale ¢} = ¢;.

22

warunki DE | AB, EF | CA, FG 1 BC'. Proste DE i FG przecinaja sie
w punkcie P. W jakim stosunku prosta AP dzieli odcinek BC?

662. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym

22
Tpi1=——— dlan=0,1,2,...;
ern —1
wyraz poczatkowy xg jest dowolna liczbg dodatnia. Obliczy¢ granice
2— n
lim 771( nn) .
n—00 Inn

Zadanie 662 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Jest to kontynuacja
zadania 654 (ktérego rozwiazanie widzimy ponizej).

Uczestnik z ,wektorem odpowiedzi” (1, ...,&),) ma wynik
(Z 15;) = (Z isi) — 2. Startujac od prymusa z wektorem
(1,...,1), czyli z wynikiem N, mozemy w opisany sposéb

wygenerowaé kolejno wyniki N — 2, N — 4 itd., az do —N;
tacznie N 4 1 wynikow.

Warunek zadania zada, by kazdy wynik pojawil si¢
co najwyzej dwukrotnie. Gdy pojawi si¢ dokladnie
dwukrotnie, da to szukane maksimum, réwne
20N+ 1) =n>+n+2.

654. Wszystkie wyrazy x, sa liczbami dodatnimi.

Z nieréwnosci €” > 1+ z (dla z > 0) wynika, ze ciag (z,)
jest malejacy — zatem zbiezny do granicy g > 0. Rownanie
(€™ —1)an11 = 22 daje w granicy zaleznosé (e? — 1)g = ¢,
ktora nie zachodzi dla zadnej liczby dodatniej g (w my$l tej
samej nieréwnosci). Zatem g = limz, = 0.

Zastosujemy twierdzenie Stolza. Méwi ono, ze jesli (by) jest
ciagiem rosnacym do nieskonczonosci, to
. a . an+1 — a
lim 2% = ljm At —%n
n—oo Op

n—oo bn+1 — bn

dla kazdego ciagu (a,), dla ktérego granica po prawej stronie

istnieje.

Biorac a, = 1/acn7 b, = n, mamy w mianowniku wyrazenia

po prawej stronie jedynke, a w liczniku:
1 1 en —1 1

e —1 —x,

Tmi1  Tn X2 Tn x2
Gdy n — oo (wigc x,, — 0), ten iloraz dazy do 1/2; widaé
to na przyktad z poczatkowego fragmentu rozwiniecia
potegowego e =1+ x + %xQ + o(2?) (przy « — 0). Tak wicc
lim1/(zy - n) = lim(an/bn) = 1/2, czyli limnz, = 2.



