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Zadania z matematyki nr 653, 654
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® 653. W egzaminie testowym pytania sa ponumerowane 1,2, ..., n.
Za prawidtowa odpowiedZ na k-te pytanie uczestnik otrzymuje k punktow;

okazalo sie, ze w kazdej trdjce uczestnikéw znajduja sie dwaj tacy, ktérzy

' — 4 4 za bledna (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw. Po zliczeniu wynikéw
o

uzyskali rézne sumy punktow. Jaka jest najwieksza liczba uczestnikow, dla
ktorej taka sytuacja mogla mieé¢ miejsce?
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po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadaii  wyraz poczatkowy g jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczyé granice

641 (WT = 1,47) i 642 (WT = 2,50)

z numeru 5/2012 limy, . 0o Ny

Michal Miodek

Zawiercie 46,19 Zadanie 654 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Bedzie ono mialo

Roksana Stowik Knuréw 43,65 dalszy ciag w numerze 5/2013.

Tomasz Wietecha Tarnéw 41,44

Zbigniew Skalik Wroctaw 41,25 . . ,

Jedrzej Garnek Poznah 40,37 Rozwigzania zadan z numeru 9 / 2012
Adam Dzedzej Gdansk 40,33 . L, ,

Wojciech Nadara Warszawa 39,64 Przypomlnamy tres¢ zadan:

Pawel Labedzki Kielce 35,77
Rami Marcin Ayoush Szelkéw — 34,52

Michal Miodek — to juz numer 115
w matematycznym Klubie 44.

|AC| = |CE|.

645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsg diugosc.
Na przedtuzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci |BE| = |AD|. Dowie§é, ze

646. Niech f bedzie funkcjg o wartosciach rzeczywistych, okreslonag na zbiorze liczb dodatnich,

. P PN "
dwukrotnie rézniczkowalng, spelniajacg warunek f''(z) >

T2 dla = > 0. Czy taka funkcja
z

moze mieé¢ asymptote przy z — oo?

645. Niech punkty M i N beda rzutami prostokatnymi punktu C' odpowiednio
na proste AB 1 AD. Punkt C ($rodek tuku BD) lezy na dwusiecznej kata BAD.
Zatem |AM| = |AN|, |CM| = |CN|, tréjkaty CM B i CN D sa przystajace,
~s |BM| = |DN|. Sa mozliwe dwie konfiguracje: albo (jak na rysunku) punkt N
S lezy miedzy punktami A i D, a B miedzy A i M — albo odwrotnie (M miedzy
E A B, za$ D migdzy A, N).

W sytuacji, jak na rysunku, mamy réwnosci
2-|AM|=|AM|+ |AN| = |AB|+|BM|+ |AD| — |DN| = |AB| + |AD| = |AE]|,
wigc punkt M jest srodkiem odcinka AE (rozumowanie w drugim przypadku,

po oczywistej zmianie w znakach, prowadzi do tej samej konkluzji). Wniosek:
prosta CM jest symetralna odcinka AFE i wobec tego |AC| = |CE).

646. Dla = > 1 zachodzi nieréwnosé
1

1
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Wezmy pod uwage funkcje
1
9(r) = f(x) + 3 Ina.

Dla z > 1 mamy

o) = () —
wiec funkcja g jest §cidle wypukla w przedziale
(1;00). Stad wynika, ze dla kazdej liczby = > 1
jest speliona nieréwnosé g(z) + ¢g(3x) > 2¢(2x).
Po podstawieniu wyrazenia definiujacego funkcje g
i prostym przeksztatceniu dostajemy:

f(@) + f(3x) = 2f (2z) >

1
= > 0,

1 1
> In(2z) — 5 Inx — 5 In(3z) dlaz>1.

Prawa strona ma wartosé stata

1
c:ln2—§1n3>0.

23

Przypu$émy, ze prosta y = ax + b jest asymptota

funkcji f przy © — oo. To znaczy, ze
fz)=ax+b+p(r), gdzie lim p(z)=0.

Uzyskana przed chwilg zalezno$é o

flx)+ f(3x) —2f(22) > ¢
przybiera postaé
[(ax + b) + (3azx + b) — 2(2ax + b)] +

+ [o(x) + o(3x) —2¢p(22)] > ¢ dlax > 1.
To juz jest oczekiwana sprzecznos$é, bo wyrazenie
w pierwszym nawiasie kwadratowym ma stale wartos¢ 0,
a to w drugim dazy do 0 gdy « — co. Wniosek:
Funkcja f, spelniajaca podane warunki, nie ma
asymptoty przy x — oo.
Uwaga. Wystepujaca w treéci zadania funkcja 1/(1 + 22)
zlosliwie kieruje od razu my$l rozwiazujacego na funkcje
arctg x (ktérej jest pochodna). Idac tym tropem réwniez
mozna doj$¢ do rozwiazania, jednak bardziej uciazliwego niz
to, ktore zostalo podane wyzej — i z ktérego widaé, ze istota
zalozenia jest oszacowanie f”(z) z dotu przez funkcje 1/(2x2),
a nie przez 1/(1 + z2).



