LXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtadciwego terytorialnie dla szkoty, najpézniej dnia

3 pazdziernika 2012 r. — I seria,

5 listopada 2012 r. — IT seria,

6 grudnia 2012 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pdzniejszym nie bedg rozpatrywane.

Adresy Komitetow Okregowych oraz biezace informacje, a takze zadania z poprzednich
Olimpiad Matematycznych mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria 1. Dane sg rézne dodatnie liczby wymierne x i y, dla ktérych liczba
(3 wrzesnia 2012 r. — T+ /7
— 3 pazdziernika 2012 r.) w = v+ VT

jest wymierna. Wykazad, ze obie liczby z i y sa kwadratami liczb wymiernych.

2. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katem ostrym przy wierzchotku A. Zakladamy,
ze okrag opisany na trojkacie ABD przecina boki CB i C'D odpowiednio w punktach
K i L r6znych od wierzchotkéw. Niech odcinek AN bedzie érednicy tego okregu.
Udowodnié, ze punkt N jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie C K L.

3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé, ze jezeli suma wszystkich jej
dodatnich dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym
kwadratem liczby catkowitej.

4. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michat i Jurek dorysowuja na zmiane
jedna przekatna, niemajaca wspélnych punktéw wewnetrznych ani wspoélnych koncédw
z wczesniej narysowanymi przekatnymi. Przegrywa ten z graczy, ktéry nie moze
wykonac¢ ruchu. Gre rozpoczyna Michal. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

IT seria 5. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$é wyrazenia |20™ — 9™|, gdzie m i n sa dodatnimi
(4 pazdziernika 2012 r. —  liczbami catkowitymi.

— 5 listopada 2012 r.
istopada r) 6. Punkty P, Q i R leza odpowiednio na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC, przy

czym spelione sg réwnosci AR = RP = PC oraz BR = RQ = QC. Wykazaé, ze
AC + BC = 2AB.

7. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym < BCA = XBAD, a sfera o $§rodku S,
dopisana do tego czworoscianu, jest styczna do $ciany ABC' w srodku okregu opisanego
na tej Scianie. Udowodnié, ze proste AD i AS sg prostopadte.

(Uwaga: Sfera dopisana do czworoscianu to sfera styczna do doktadnie jednej Sciany
oraz do trzech plaszczyzn zawierajacych pozostale $ciany.)

8. Na planszy o wymiarach n X n wyrézniono 2n — 1 p6l. Dowiesé, ze mozna
pomalowaé pewna niezerows liczbe wyrdznionych pdl na zielono w taki sposéb, ze:
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest parzysta,

albo

e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest nieparzysta.

III seria 9. Na plaszczyznie ustawiono po jednym kamieniu w punktach o wspélrzednych (0,0),
(6 listopada 2012 r. —  (0,1), (1,0) i (1,1). W jednym ruchu wybieramy dowolny kamiet i przestawiamy
— 6 grudnia 2012 r.)  go symetrycznie wzgledem ktérego$ z pozostalych kamieni. Rozstrzygnaé, czy
po skoniczonej liczbie ruchéw trzy kamienie moga znalez¢ sie na jednej prostej.

10. Dany jest prostopadtoécian ABCDA'B'C’'D’. Niech «, 3 i v beda katami

utworzonymi przez przekatng AC’ z krawedziami AB, AD i AA’. Udowodnié, ze
tga+tg 8 +tgy < 3 tgatgStgny.

11. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste zawierajace dwusieczne katéw

wewnetrznych A i C' przecinaja sie¢ w punkcie P, a proste zawierajace dwusieczne

katéw wewnetrznych B 1 D przecinajg sie w punkcie Q. Dowiesé, ze jezeli kat PAQ

jest prosty, to rowniez kat PC'Q jest prosty.

12. Zbadaé, czy istnieje liczba catkowita wieksza od 2012%°'2, ktérej nie mozna

przedstawié w postaci 22 + y* + 2%, gdzie z, y i z s3 dodatnimi liczbami catkowitymi.
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