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® Przypominamy tres¢ zadan:

639. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Prosta CI przecina bok AB
w punkcie D. Prowadzimy przez punkt D dowolng prosta, przecinajaca okrag opisany na tréjkacie
IAB w punktach P i Q. Wykazaé, ze prosta C1I jest dwusieczng kata PCQ.
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640. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a1, az, as,...) spelnia warunek

1 1 (1)t an
_ . — dlan=1,2,3...
aiaz azas A Qn41 Ap41

Dowiesé, ze spelnia on réwniez liniowg zalezno$¢ rekurencyjna
ant2 = Aapy1 + Ba, dlan=1,2,3...

Wyznaczy¢ wszystkie pary wspétezynnikéw (A, B) oraz wszystkie pary
wyrazéw poczatkowych (a1, az), dla ktérych ta rekurencja liniowa generuje ciag (a, ), spelniajacy
zadany na wstepie warunek.

639. Niech w; i wy beda (odpowiednio) okregami Widaé wiec, ze podana zalezno$é jest spelniona dla
opisanymi na trojkatach ABC i IAB. Dwusieczna C'D wszystkich n > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
kata BCA, a raczej jej przedhuzenie, przecina okrag w; (1)
w $rodku tuku AB. Oznaczmy ten punkt przez S. S .. .
Zachodzi réwnosé |SA| = |SI| = |SB| (znana, a przy J,ezel} s (a,%),/ spelmamg ten warunek, miatby
tym latwa do wykazania). Punkt S jest wiec §rodkiem rowniez spetniac rekurencje typu
okregu wy. Zatem |SP| = [5SQ)|. (2) ant2 = Aani1 + Bay
(z ap = 1), to dla n = 1, 2 mieliby$my
a3:Aa2+B a2—a3:—1

{ a4 = Aag + Bag oraz { aé — Q204 = 1.
Pierwsza para rownosci to uktad réwnan
liniowych (z niewiadomymi A, B) o wyznaczniku
a3 —az = —1 # 0, wiec majacy doktadnie jedno
rozwiazanie. Przy tym jest on spelniony dla A = aq,
B =1 (co tatwo stwierdzié¢, korzystajac z drugiej pary
réwnosci). Stad wniosek, ze jedynym kandydatem na
postulowang zaleznosé rekurencyjng jest réwnanie

a1 =1 oraz al.,—apanie=(—-1)" dlan>1.

(3) Gnt2 = Q20py1 +a, dlan>1,

z warunkiem poczatkowym a; = 1. Wprowadzmy
oznaczenia:

2
Dn = 0pyq — Gplni2, Rn = Qn42 — (a2an+1 + an)
i zauwazmy, ze (dla n > 2)
2
Uni1Rn1 = a5 — any1(aza, +an_1),

aan = nQnp+4+2 — an(a2an+1 + an)7

skad przez odjecie stronami
(4) an+1Rn_1 - aan = Dn + Dn—l-
W punkcie D przecinaja sie cieciwy AB i C'S okregu wy, Ponadto (wobec a; = 1) mamy: Dy 4+ Ry = —1.

a takze cieciwy AB 1 PQ okregu wy. Tak wiec Whioski: Jezeli ciag liczb calkowitych dodatnich (a,,)

|CD|-|DS| = |AD| - |DB| = |PD|- |DQ]|. spelnia wyjsciowa zaleznos$é, czyli warunki (1), to dla
Roéwnoséé miedzy skrajnymi iloczynami z kolei dowodzi, wszystkich n mamy D,, = (—1)", wigc prawa strona (4)
ze istnieje okrag ws, przechodzacy przez punkty ma stale wartos¢ 0; przy tym Ry = —D; —1=01ze
C,S,P,Q. Jego cieciwy SP i SQ maja jednakowa wzoru (4) wynika, ze R, = 0 dla wszystkich n — mamy
dhugo$é, wiec wyznaczaja przystajace tuki SP, SQ. zaleznosé (3).

Oparte na nich katy PCS 1 QCS (wpisane w okrag ws)

. X i Na odwrdt, jesli réwnanie (3) (z wyrazem poczatkowym
sg rowne — a to jest teza zadania.

a1 = 1 oraz dowolnym as) jest dla wszystkich n
640. Niech L,, oznacza sume po lewej stronie zaleznosci,  spelnione, czyli wszystkie R;, sa zerami, to wobec (4):

podanej na poczatku zadania, zaé P, — utamek po D, = —D,—y dlan > 2; przy tym Dy = —R; — 1= —1,
prawej stronie. Dla n = 1 mamy P;/L; = a3, zatem zatem D,, = (—1)" — a to jest zaleznos¢ (1).
rownost Ly = Py wymusza wartos¢ e, = 1. Dalej, Ostatecznie wige, zadana na wstepie zaleznosé jest
Lo — L. — (=) P ._p — api1 — Anlnt2 réwnowazna rekurencji liniowej (2) z parametrami
et " ni1Qnio’ el " Qpt1Qp42 B =a; =1, A= as — dowolna liczba naturalna.
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