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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
629 (WT = 1,16) i 630 (WT = 2,82)

z numeru 11/2011

Pawel Kubit
Tomasz Tkocz
Jerzy Cisto
Zbigniew Skalik
Roksana Stowik
Michal Miodek
Adam Dzedzej

Krakéw
Rybnik
Wroctaw
‘Wroctaw
Knuréw
Zawiercie
Gdansk

43,31
42,75
40,37
37,25
37,03
35,88
33,55

Rozwigzania zadan z numeru 3/2012
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

637. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych zbiér {1,...,n} daje si¢ przedstawié jako
suma trzech rozlacznych zbioréw o réwnych sumach elementéw.

638. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a + b + ¢ > abe. Udowodnié, ze co najwyzej jedna z liczb

1 11 o1 1 L1
3a 2b c’ 3b 2c a’ 3c 2a b

jest mniejsza od 1.

637. Jesli takie rozbicie jest mozliwe, to oczywiscie suma liczb w zbiorze {1,...,n}

musi by¢ podzielna przez 3 — czyli iloczyn n(n + 1) musi dzieli¢ sie przez 6. To za$
ma miejsce jedynie dla liczb n Z 1 (mod 3). Jest to wigc warunek konieczny.
Okazuje sie, ze dla n > 3 jest on tez dostateczny (jasne, ze dla n = 3 nie da sie
zbioru {1, 2,3} rozbié¢ w zadany sposéb).

Dla n = 5,6,8,9 mamy, na przyklad, takie rozbicia:
{1,2,3,4,5} ={1,4} u{2,3 U {5},
{1,2,3,4,5,6} = {1,6} U {2,5} U {3,4},
{1,2,3,4,5,6,7,8} ={1,2,3,6} U {5,7} U{4,8},
{1; 2,3,4,5,6,7,8, 9} - {17 2,3,4, 5} U {77 8} U {67 9}
A dalej dziala indukcja ze skokiem o 6. Jesli bowiem zbiér {1,...,n} da sie
przedstawi¢ jako suma trzech roztacznych podzbioréw o rownych sumach
elementéw, to zbidr {1,...,n + 6} tez da sie tak przedstawi¢ — wystarczy dolaczy¢
do pierwszego podzbioru liczby n + 1 i n + 6, do drugiego — liczby n + 2 i n + 5,
wreszcie do trzeciego — liczby n+ 3 i n + 4.

Szukanymi liczbami sa wiec wszystkie liczby n > 3, dla ktérych n — 1 nie dzieli sig¢
przez 3.

638. Przypusémy, wbrew dowodzonej tezie, ze dwie spoéréd wymienionych liczb
sg mniejsze od 1; niech, na przyktad,
1 n 1 n 1 <1 1 n 1
3a 2b ¢ ’ 3b  2c
Oznaczmy odwrotnosci liczb a, b, ¢ odpowiednio przez x,y, z. Warunek

a+ b+ ¢ > abc przybiera postac yz + zx + xy > 1; za§ dwie domniemane
nieréwnosci przepisujemy jako

S4Z42<1, Z4Z4a<l;
EC R T T

po pomnozeniu przez 6 otrzymujemy
20 +3y+ 62 <6, 2y+ 32462 <6.

Stad przez dodanie stronami mamy 8z + 5y + 9z < 12, czyli

1
+ - <1
a

- 12 — 82 — 9z
E .
Uzyskujemy teraz ciag nieréwnosci
12 — 8z — 9z
1<yz+zz+ay < (x+z)~f+zx:

1 1
=1- 50— 17 - g+ 3 -2 <L

Jest to oczekiwana sprzecznos$é, ktora konczy dowod.
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Rozwigzanie zadania M 1356.
Roéwnanie z tresci zadania
1000a + 100b + 10c +d 4+ 1 = (10a + ¢+ 1)(10b + d + 1)
jest réwnowazne nastgpujgcemu:
100a(9 — b) 4+ 10a(9 — d) + 10b(9 — ¢) + ¢(9 — d) = 0.
Poniewaz a > 0 i wszystkie sktadniki lewej strony sa nieujemne, to musi by¢ b = d = 9.
Podobnie nier6wnos¢ b > 0 implikuje, ze ¢ = 9. Otrzymujemy wiec liczby
a999, a€{1,...,9},
ktoére, jak latwo sprawdzié, spelniaja ostatnie réwnanie. Sg to wiec wszystkie rozwigzania
réwnania danego w treéci zadania.
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