Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2012

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
623 (WT = 1,09) i 624 (WT = 2,27)

z numeru 6/2011

Piotr Sobczak 44,68
Tomasz Warszawski 2-42,26
Pawel Kubit 4-40,94
Janusz Olszewski 12-40,27
Tomasz Tkocz 2-38,41
Zbigniew Skalik 1-37,25
Michal Miodek 35,88
Roksana Stowik 34,62
Zbigniew Sewartowski 1-31,04
Rami Marcin Ayoush 30,55
Jan Czardybon 30,48
Andrzej Daniluk 2-29,74
Andrzej Dorobisz 29,11
Adam Dzedzej 1-28,56
Jerzy Cisto 8-28,30
Pawel Labedzki 26,92
Krzysztof Kaminski 1-25,94
Tomasz Kochanek 24,75
Witold Bednarek 5-24,70
Jerzy Witkowski 5-24,14
Tomasz Wietecha 8-23,80

Tomasz Czajka 23,20

Andrzej Idzik 1-22,68
Krzysztof Dorobisz 322,64
Michal Kozlik 22,17

Legenda (przykladowo): stan konta
8-23,80 oznacza, ze uczestnik juz
o$miokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (dziewigtej) rundzie ma
23,80 punktu.

W tej kolejce 44 punkty przekroczyt
Piotr Sobczak — to nowe nazwisko
w naszym Klubie.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;
— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 2009, 2010

lub 2011.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do

naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci
na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 635, 636

Redaguje Marcin E. KUCZMA

635. Niech A, B,C, D, K beda piecioma réznymi punktami, lezacymi na
jednym okregu. Odlegtosci punktu K od prostych AB, BC,CD, DA wynoszg

odpowiednio a, b, ¢,d. Znalez¢ wzoér algebraiczny, pozwalajacy wyznaczy¢
dowolna z liczb a, b, ¢, d, gdy znane sg trzy pozostate.

636. Ciag (x,,) jest okreslony rekurencyjnie:

1 1
ro=1, Tpy = 1+x—2—x— dlan=0,1,2,...

Wykazaé, ze ciag (2"x,,) jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.
Zadanie 636 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

627. W okienka tabeli prostokatnej o rozmiarach n x 2 (n wierszy, 2 kolumny, n > 2) wpisujemy
liczby od 1 do 2n, losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem kazdego rozmieszczenia. Ktére
z nastepujacych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?

(A) W doktadnie jednym wierszu znajdzie si¢ para liczb réznigcych sie o 1.

(B) W zadnym wierszu nie znajdzie si¢ para liczb réznigcych si¢ o 1.

628. Niech f:R — R bedzie funkcja Scisle rosnaca, odwzorowujaca zbiér wszystkich liczb
wymiernych Q na caly zbiér Q. Czy stad wynika, ze funkcja f jest przedziatami liniowa (tzn. ze
R jest sumg skonczenie lub nieskonczenie wielu przedziatéw dodatniej dlugosci, o rozlgcznych
wnetrzach, i w kazdym z tych przedzialéw f jest liniowa)?

627. Wezmy pod uwage dowolne rozmieszczenie typu (B). Niech m bedzie liczba
sasiadujaca w wierszu z liczba 1; zatem m > 3. Wykonujemy nastepujaca operacje:

Kazda liczbe k € {2,...,m — 1} zmniejszamy o 1, za$ jedynke zastepujemy przez m — 1;
pozostalych liczb nie zmieniamy. (Na ilustracji przyktadowe rozmieszczenie typu (B) dla
n =5, w ktérym m = 7, oraz nowe rozmieszczenie, powstale w wyniku opisanej operacji).

5 8 4 8
10 6 10 5
2 4 — 1 3
71 7 6
9 3 9 2

W nowym rozmieszczeniu widzimy wiersz, w ktérym sasiaduja ze soba dwie

liczby réznigce sie o 1, mianowicie m — 1 i m. Jest to jedyny taki wiersz — bowiem
w pozostalych wierszach modut réznicy miedzy oboma wyrazami albo si¢ zwigkszyt,
albo pozostal niezmieniony. UzyskaliSmy wiec rozmieszczenie typu (A).

Zauwazmy, ze widzac uzyskane rozmieszczenie, jesteSmy w stanie jednoznacznie
odtworzy¢ rozmieszczenie wyjsciowe: mamy wiersz z liczbami m — 1 1 m; trzeba
zastapi¢ m — 1 przez jedynke, za$ kazda liczbe j € {1,...,m—2} trzeba zwigkszyé o 1.

Opisana operacja okresla zatem réznowartosciows funkcje ze zbioru rozmieszczen typu (B)
do zbioru rozmieszczen typu (A). Jednak nie na caly 6w zbiér. Przeciez rozmieszczenie
typu (A) moze mie¢ w jednym wierszu liczby 1, 2 (a w pozostalych wierszach pary liczb,
r6znigcych sie wiecej niz o 1). Natomiast opisana operacja produkuje rozmieszczenia

z pojedynczymi wierszami postaci [m — 1, m] lub [m,m — 1], gdzie m > 3.

Whiosek: jest wigcej rozmieszczen typu (A); wylosowanie takiego rozmieszczenia jest
bardziej prawdopodobne niz typu (B).

628. Nie wynika. Prosty kontrprzyktad: okreslamy funkcje f najpierw w przedziale (0; 1)

wzorem
T 2

fla) = 22—z 2—=z -1
Jest ona w tym przedziale Scisle rosnaca, Scisle wypukta i odwzorowuje przedzial (0;1)
na caly ten przedzial; tatwo wyznaczy¢ funkcje odwrotna;:
) = =2 - dlaye (i),
Widaé, ze jezeli z, y sa liczbami wymiernymi z przedziatu (0;1), to f(z), f~*(y) tez
sa liczbami wymiernymi z przedziatu (0; 1). Zatem obrazem zbioru Q N (0;1) jest
ten sam zbior.

dla z € (0;1).
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatlecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (12),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (8), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (4),

J. Cisto (8), W. Bednarek (5),

D. Kurpiel, P. Najman (5), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, S. Solecki, T. Tkocz,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

A. Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, A. Idzik,
K. Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,
K. Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,

P. Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,

J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikolajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, P. Sobczak,

M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Rozszerzamy f do funkcji R — R, przesuwajac jej wykres o wektor [1,1] i jego
catkowite wielokrotnosci. Formalnie: przyjmujemy
flk+r)=k+ f(r) dla keZ, re{0;1).
Tak rozszerzona funkcja f jest Scisle rosnaca; w kazdym z przedzialéw (k; k + 1)
jest Scisle wypukta — wiec nie jest liniowa w zadnym przedziale dtugosci dodatnie;j.
Wreszcie, jest jasne, ze obrazem zbioru Q jest caly zbiér Q.
* % %

Poczatek tegorocznego omoéwienia ligi zadaniowej mozna by wlasciwie skopiowaé
z omoéwienia zesztorocznego: byto kilka bardzo fajnych zadan — a najlepsze zadania
pochodzity z propozycji uczestnikéw ligi.

Na szczegdlng uwage zastuguje niebanalna nier6wnosé (616) oraz intrygujaca
konfiguracja geometryczna (618). W obu tych zadaniach — jak i w paru innych,
wlaczonych do omoéwienia — to uczestnicy znajdowali najciekawsze rozwiazania, bardzo
oryginalne i z reguly zgrabniejsze od proponowanych przez nas rozwiazan ,firmowych”.

Jak co roku, przedstawiamy wybrane rozwiazania, w formie (z koniecznosci) bardzo
skrotowej. Wszystkich Czytelnikéw, ktérzy lubig tego typu zadania, mocno zachecamy
do uzupetnienia szczegbétéw w owych rozumowaniach i do ich starannego przesledzenia;
one naprawde¢ na to zastuguja.

Niebagatelny udziat w ich dostarczaniu miat uczestnik, bedacy aktualnie niezagrozonym
liderem zmagan ligowych — majacy w dorobku dwanascie czterdziestoczteropunktowych
rund. I nic nie wskazuje, by ktérakolwiek kolejna runda miala byé juz ostatnial. ..

Zadanie 607 [X = {1,...,n}, n > 3; znalez¢ maxm : 3 Ay,..., Ay, C X Vi,j (i #j):
Ai & Ay, |Ail # | A;]] (wspblezynnik trudnosei WT = 2,59; liczba poprawnych rozwiazan
LPR = 8). OdpowiedZ: maxm = n — 2. Latwo uzyskaé oszacowanie m < n — 2, trudniej
wykona¢ konstrukcje, realizujaca réownosé. W prawie wszystkich pracach (R. M. Ayoush,
T. Ciesla, J. Cislo, A. J6zwik, T. Kochanek, P. Kumor, W. Nadara) byta to
indukcja wzgledem n, jak w rozwiazaniu firmowym. Z jednym wyjatkiem (J. Olszewski)
— metoda zaskakujaca oryginalnoscia: A1 = {1}, An—2 = {3,4,...,n};

dlal<k< |[%52]: Ap={2i:1<i<k—-1}U{2k—1};

dla [2572| <k<n—2 Ay={2:1<i<n-2-k}U{j:2n—1-2k<j<n}
(aby zrozumieé, jak to dziata, warto dla ilustracji wypisaé sobie te zbiory dla kilku
niewielkich wartosci n). Wszystko si¢ zgadza! (sprawdzenie zupelnie mechaniczne).

Zadanie 610 [ay =1, a2 =3, an = 2apn—1 + an—2 (n>3); k=>20=Vn:a, Z0
(mod 8k + 5)] (WT = 3,03; LPR = 3). Trzy dobre rozwiazania (T. Kochanek,
J. Olszewski, J. Cisto) nie r6znily si¢ istotnie od rozwiazania firmowego (M. Kieza).

Zadanie 613 [Skoniczenie wiele okregéw na plaszczyznie, kazdy styczny zewnetrznie

do pieciu innych] (WT = 2,66; LPR = 10 (137)). Zadanie okazalo si¢ dobrze znane

i tatwe do znalezienia w réznych publikacjach — z reguly z nastepujacym rozwigzaniem:
okregi wpisane w Sciany dwunastoscianu foremnego leza na jednej sferze; kazdy jest
styczny do pieciu innych; rzut stereograficzny z dowolnego punktu sfery, potozonego
ha zewnatrz” wszystkich tych dwunastu okregbéw, przenosi je na ptaszczyzne.

Takie wtasnie rozwiazanie znalazto sie¢ we wszystkich pracach, ocenionych maksymalnie.
Nieco nizsze oceny (z powodu luk w uzasadnieniach) otrzymaly prace, w ktérych
rozumowanie nie wychodzito poza ptaszczyzne (lokalizacja $rodkéw okregéw w punktach
przeciecia réznych stozkowych badz tez ciggla deformacja pewnej konfiguracji
wyjéciowej, az do osiagniecia konfiguracji wymaganej); uzyskiwano rézne liczby okregéw,
niekoniecznie dwanadcie.
Mniej niz 12 si¢ nie da; zas liczby 5 z tresci zadania nie mozna zastapi¢ wigksza; takim
komentarzem, z uzasadnieniem, opatrzyli swoje prace R. M. Ayoush oraz B. Romanski.
2 2 2
(y2+ 2) (22+ z) (ﬂi+ NS 6] (WT = 3.36;
e+ yz y° + zx z2° +xy
LPR =5). Tozsamo$¢ z rozwigzania firmowego znalezli Pawel Najman oraz
Janusz Olszewski, ktéry podatl jeszcze dwa inne dowody (!); oto ich skréty.

Zadanie 616 [Vz,y,z > 0:

Drugi dowdd: po przemnozeniu przez wspdlny mianownik i przegrupowaniu dostajemy
do udowodnienia, ze A, + A, + A, >0, gdzie A, = (y — 2)*(y + 2)(y + z — z)(z® + y2)
[Ay, A. analogicznie]|. Przyjmujac > y > z, mamy (nietrudno)

(P 4 z2) 2P (@ +y2), Y@—2)>2 22 (y—2)°, s4+z2>y+z c4+z—y>r—y—z;
wymnozenie stronami daje (po skréceniu przez z?y® i przeksztalceniu) nieréwnoéé

Az + Ay > 0; oczywiscie A, > 0; gotowe!
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Trzeci dowdd: stosujac nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza, mamy

Y vt Y U (Y 02)

(sumy (z,y, z)-cykliczne); wystarczy wiec dowiesé, ze

) (Cw+2?) ~ 63w +uaw+27 20

— a to prawda, bo lewa strona (1) da sie zapisaé jako 6R + 45, gdzie
R=Yyz(y—2)>20,5 = 2% —y)(z — 2) > 0 (nierébwnosé Schura).

Bardzo oryginalne (niesymetryczne) przegrupowanie sktadnikéw zadanej nieréwnosci
(po uprzednim pomnozeniu przez wspdlny mianownik) wymyslit Piotr Sobczak,
zapisujac nieréwnos$¢ w postaci

(2) P1p2p3pa + q192q3qs = 0,

gdziepy =222 —y? — 2% po=a — 2, ps =x — y + 2, pa = y> + x2, zad ¢; powstaje
z p; przez zamiane x < y. Przyjmujac x > y > z, mamy wszystkie p; > 0; ponadto
g2,qa = 0. Jezeli teraz qiqs > 0, to (2) zachodzi. Pozostaje mozliwosé, ze albo

q1 < 0 < g3, albo ¢1 > 0 > g3. Nietrudno pokazac, ze w pierwszym przypadku

D1 2 —Qq1, P2 2 G2, P3P4 = q3q4, @ W drugim p1psa > q1qa, p2p3s = —q2q3; W kazdym
z tych przypadkéw wymnozenie napisanych nieréwnosci prowadzi wprost do tezy (2).

Witold Bednarek takze zauwazy! (korzystajac z wypuktosci funkcji ¢ — 1/t), ze
wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé (1). Zakladajac, ze x > y > z, i traktujac y, z jako
ustalone, wykazal, ze lewa strona (1) jest niemalejaca funkcja zmiennej z € (y; o)
(analiza pochodnych pierwszego i drugiego rzedu). Teza (1) zachodzi dla = = y, wiec
i dla wszystkich x > y.

Jeszcze jedno rozwigzanie z uzyciem pochodnych, bardziej uciazliwe rachunkowo, ale
bezbledne, przedstawit Zbigniew Sewartowski.

Zadanie 618 [Réwnoleglobok ABCD; punkt P wewnatrz; M, N — $rodki CD, AD;
|[IMP|=|MA|; INP| = |NC|; Q — $rodek BP = |<PAQ| = |XPCQ|] (WT = 3,4T;
LPR = 3). Cztery $wietne dowody, zgrabniejsze niz firmowy (nie ktdci si¢ to z réwnoscia
LPR = 3, bo dwa dowody sa w pracy jednego uczestnika — zgadnijcie, kogo).

Jerzy Cislo i Janusz Olszewski rozumuja tak: proste AB i CN przecinaja si¢

w punkcie R; kat C' PR jest prosty (oparty na srednicy okregu o §rodku N). Punkt A jest
srodkiem BR, wiec AQ||RP; stad |[<PAQ| = |<APR| = |XAPC|— 90°. Analogicznie
|[<PCQ| =|xXAPC|—90° (podobne to troche do firmowego, ale jednak prostsze).

Marek Spychala i Janusz Olszewski (drugi sposéb!) wprowadzaja srodek S
odcinka C'P, powstaje réwnoleglobok ANSQ. Odcinek CP jest prostopadly do
swojej symetralnej NS, wiec i do prostej AQ. Analogicznie AP 1 CQ. Zatem P to
ortocentrum tréjkata ACQ i teza gotowa.

Zadanie 619 [Szachownica n x n pokryta ptytkami 2 x 2; liczba ptytek > 2(n? —n)/3
= mozna usunaé jedna plytke, szachownica nadal bedzie pokryta] (WT = 2,65;

LPR = 6). Dobre rozwiazania (R. M. Ayoush, J. Cislo, J. Fiett, T. Kochanek,
M. Miodek, J. Olszewski) w wigkszosci nie odbiegaly od firmowego; jedno lub dwa
byly bardziej zawite.

J. Olszewski wskazal ponadto mozliwo$¢ wzmocnienia wyniku (przez bardziej
staranne zliczanie krotnosci pokrycia pél szachownicy): dla n > 7 teza zachodzi juz
przy zalozeniu, ze liczba ptytek > 4n2/7.

Zadanie 621 [AABC; okrag wpisany ($rodek I) styczny do BC, CA, AB w punktach
X,Y, Z; prosta BC przecinaYZ w P = IP 1 AX] (WT = 3,00; LPR = 8). Uczestnicy
znajacy pojecie i wlasnosci biegunowej (R. M. Ayoush, J. Garnek) mieli zadanie wrecz
za darmo: punkt P lezy na biegunowej (Y Z) punktu A wzgledem okregu wpisanego, zatem
(z dualnosci) punkt A lezy na biegunowej punktu P wzgledem tego okregu. Punkt X tez
na niej lezy, wiec prosta AX jest owg biegunowa — oczywiscie prostopadla do IP.

Na uwage zastuguje tez eleganckie rozwigzanie, ktére podal Tomasz Kochanek:
inwersja wzgledem okregu wpisanego przeksztatca prostag AX na pewien okrag,
przechodzacy przez punkt I (Srodek inwersji) i przez punkty

X oraz M —$rodek odcinka Y Z (obraz punktu A). Katy IX P, IM P
sg proste, zatem odcinek I P jest srednica tego okregu — jest wiec
do niego prostopadly. Inwersja zachowuje prostopadtosé; stad IP 1. AX.

Inne dobre rozwigzania: J. Cislo, J. Olszewski, T. Wietecha, P. Sobczak, P. Najman.
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