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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2012
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
621 (WT = 3,00) i 622 (WT = 1,27)
z numeru 5/2011

Piotr Sobczak bé6dz 43,59
Pawel Kubit Krakéw 38,59
Tomasz Tkocz Rybnik 38,41
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,25
Janusz Olszewski Warszawa 36,91
Michal Miodek Zawiercie 35,88
Roksana Stowik Knuréw 31,49

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 31,04

Zadania z matematyki nr 633, 634
Redaguje Marcin E. KUCZMA

633. Kazdy punkt ptaszczyzny zostal pokolorowany na czerwono lub zielono.
Dany jest tréjkat ABC. Dowiesé, ze istnieje tréjkat przystajacy do ABC

o wszystkich wierzchotkach zielonych lub istnieje odcinek dtugosci jednostkowe;j
o obu koncach czerwonych.

634. Niech S bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych. Wykazaé, ze istnieje
wielomian stopnia pierwszego, o wspoétczynnikach catkowitych, ktérego wartosci
w punktach zbioru S sg parami wzglednie pierwsze.

Zadanie 634 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

625. Okregi o sSrodkach P i Q przecinaja si¢ w punktach A i B; promienie PA i QA nie sa prostopadle.
Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina te dwa okregi w punktach D i E (réznych od A) oraz
przecina prostag AB w punkcie C' (réznym od A). Dowiedé, ze okrag opisany na tréjkacie BDE ma
$rodek w punkcie C'.

626. Dana jest liczba a > 0. Okreslamy ciagi (z,) oraz (yn):
1 1 3
T =a, Tp41 = 5 (:1:,,, + —) dlan > 1; Yn = 51:1/2:1:_1)/4 . _51;}L/27’ )
T 2

Wykazaé zbieznos$¢ i obliczyé granice ciagu (yn).

625. Okrag w, opisany na tréjkacie APQ, nie jest styczny do zadnego z dwoch danych
okregéw (bo je przecina w punktach réznych od A). Zatem zaden z odcinkéw AQ, AP

nie jest jego $rednica; w takim razie zaden z katéw APQ, AQP nie jest prosty. Stad wniosek,
ze zaden z punktéw P, @ nie lezy na prostej AB, wobec czego prosta PQ nie przechodzi
przez punkt C.

Mamy wiec niezdegenerowany tréjkat CPQ, wpisany w okrag w. Wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka C, lub jej przedtuzenie, przecina okrag w ponownie w punkcie A.
Ortocentrum tréjkata C' PQ lezy w punkcie symetrycznym do A wzgledem prostej PQ

— czyli w punkcie B.

Punkty symetryczne do ortocentrum B wzgledem bokéw CP i CQ takze leza na okregu w;
oznaczmy je odpowiednio przez X i Y (zaden z nich nie pokrywa si¢ z A, bo punkt C nie lezy
na prostej PQ).

Tréjkat CX P jest symetryczny do CBP, wiec |CX| = |CB]|, |[PX| = |PB|. Ostatnia réwnosé¢
moéwi, ze X jest punktem okregu o srodku P, przechodzacego przez A i B. Skoro za$ lezy na
okregu w i nie pokrywa si¢ z A, musi si¢ pokrywac z D lub E; ustalmy oznaczenia (D, E) tak,
ze X = D.

Analogicznie stwierdzamy, ze |CY| = |CB|, |QY| = |QB|,Y = E. Tak wigc |CD| = |CB| = |CE]|.
To znaczy, ze punkty B, D, E leza na okregu o srodku C'.

626. Przyjmijmy oznaczenia:
a+1 2" a—1\%"
Up = , Up = dlan=0,1,2,...
" ( 2 ) " ( 2 )

Widaé, ze un = ui_l, Uy = ”721—1? up +vo =a, up —vo = 1, u; —v1 = a.

Udowodnimy indukcyjnie dwie réwnosci. Pierwsza z nich: analogiczna do (2) zachodzi dla n — 1:
Up—1 + Up— n—1
(1) Ty = Inl T Pn-l dlan=1,2,3,... y%_l = Up_1 — Un—_1-
Un—1 — Un—1 n
Dla n = 1 zgadza sie. Przyjmijmy jej stusznosé¢ dla n. Wtedy Z okreslenia ciagu (yn) wynika, ze y, = yn,lm:/Q . Stad oraz z (1):
dla n + 1 mamy n n—1 Up—1 + Vn—1
2 2 2 2 Un n
1 1 Yo = Wn-1 )" 20 = (Un—1—vn-1)"" i —o
= Lo 1) = e
Tn =Up_1 —V,_1 = Un — Un,
1 _ _ 1 — Up_
== (u" 1¥ Un-1 4 Un1 7 Un 1) = co konczy dowéd indukeyjny zaleznodci (2).
2 Un—1 — Un—1 Un—1 + VUn—1

(un—l + vn—1)2 + (un—l - Un—1)2 _ Un + vn

Przepisujemy te zalezno$é w postaci

2(up_q —vi_y)

stad stusznoéé (1) dla wszystkich n.

Teraz druga z zapowiedzianych réwnosci:
(2) 2 =up—vn, dlan=1,23,...

- ’ n v, a—1\%"
tn = Un y'r21, = Unqn, gdzie gqp=1- = =1- ( ) ’
Un, a—+1

Liczba a jest dodatnia, wiec iloraz w nawiasie jest liczba o module
mniejszym od 1. Wobec tego ¢, — 1. Stad, ostatecznie,

n a+1 1/2m a+1
Yn = (unQn)1/2 = : Qn/ - .

Znoéw, dla n = 1 zgadza sie. Wezmy n > 2 i zalézmy, ze réwnosé 2 2
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