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Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
615 (WT =1,65) i 616 (WT = 3,36)
z numeru 2/2011

Barttomiej Dyda Wroctaw 42,99
Pawel Najman Krakéw 42,77
Piotr Sobczak L.o6dz 38,09
Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik Wroctaw 35,98
Pawel Kubit Krakéw 34,44

Zadania z matematyki nr 627, 628
Redaguje Marcin E. KUCZMA

627. W okienka tabeli prostokatnej o rozmiarach n x 2 (n wierszy, 2 kolumny,

n > 2) wpisujemy liczby od 1 do 2n, losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem
kazdego rozmieszczenia. Ktore z nastepujacych zdarzen jest bardziej
prawdopodobne?

(A) W dokladnie jednym wierszu znajdzie sie para liczb réznigcych sie o 1.
(B) W zadnym wierszu nie znajdzie si¢ para liczb rézniacych si¢ o 1.

628. Niech f:R — R bedzie funkcja $cidle rosnaca, odwzorowujaca zbiér
wszystkich liczb wymiernych Q na caly zbior Q. Czy stad wynika, ze funkcja f
jest przedzialami liniowa (tzn. zZe R jest suma skoniczenie lub nieskonczenie
wielu przedzialéw dodatniej dtugosci, o roztacznych wnetrzach, i w kazdym

z tych przedzialéw f jest liniowa)?

Zadanie 628 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

623. Czy mozna umieéci¢ w polach szachownicy n X n liczby 1,..., n? tak, by w kazdym wierszu

suma liczb byla catkowita potega dwdjki?

624. Niech k bedzie liczbg naturalng wieksza od 1. Dla jakich dodatnich liczb rzeczywistych b
mozna znalezé¢ funkcje f, ciagla na przedziale (0;b), rézniczkowalng wewnatrz tego przedzialu oraz
spetniajgca warunki: £(0) =1, f'(x) > f(z)® dla = € (0;b)?
623. Nie mozna, jesli n > 1. Przypu$émy, ze to sie udalo i niech 2™ bedzie
minimalna suma liczb w wierszu. Jest ona dzielnikiem sumy liczb w kazdym
wierszu, wigc i sumy liczb we wszystkich wierszach, réwnej n?(n? + 1)/2. Jasne,
ze m > 0. Zatem liczba n?(n? + 1)/2 musi byé parzysta, co oznacza, ze n jest
liczba parzysta. Liczba 2™, wzglednie pierwsza z czynnikiem (n? + 1), musi
dzieli¢ n? /2. To juz daje sprzecznoéé, bowiem 2™ > 1+ ... +n = (n? +n)/2.
624. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca podane warunki. Zauwazmy,
ze f(x) > 0 w przedziale (0;b) (w przeciwnym razie, oznaczajac przez 3
najmniejsze miejsce zerowe funkcji f, mielibySmy w przedziale (0; 3) nieréwnosci
f(x) >0, f'(x) > f(x)k >0, skad f(B) = f(0), czyli 0 > 1).
Wezmy pod uwage funkcje g(x) = —f(x)'~* z pochodna
g(@)=(k=1f(x) " f(z) > k-1
Dostajemy oszacowanie
g(x) > g(0)+ (k—1)z=—-1+(k—1)z dlaz € (0;b).
Ale wartosci funkcji g w przedziale (0;b) sa ujemne. Tak wiec (k — 1)z < 1 dla
wszystkich x € (0;b); to znaczy, ze liczba 1/(k — 1) nie nalezy do tego przedzialu
— czyli zachodzi nieréwnos$¢ b < 1/(k — 1).
Na odwrét, jezeli b < 1/(k — 1), to okreslamy funkcje f wzorem
fl@)=((1=kz+1)YER  dlaz e (0;b)
(suma w nawiasie jest dodatnia w tym przedziale, wiec okreslenie jest

poprawne). Ma ona wymagane wlasnoéci: f(0) =1, f'(z) = f(x)*.

Stad odpowiedz: liczby b, o ktore pyta zadanie, sa scharakteryzowane
nieréwnoscia b < 1/(k — 1).

Siatki, grafy, wielo$ciany — odpowiedzi
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