LXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtadciwego terytorialnie dla szkoty, najpézniej dnia

3 pazdziernika 2011 r. — I seria,

3 listopada 2011 r. — IT seria,

5 grudnia 2011 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pdZniejszym nie bedg rozpatrywane.

Adresy Komitetow Okregowych oraz biezace informacje, a takze zadania z poprzednich
Olimpiad Matematycznych mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

Zadania konkursowe zawodow stopnia pierwszego
I seria 1. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

(z +y)° =8z,

(y +2)° = 8,

(z 4+ 2)3 = 8y.
2. Znalezé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (z,vy), ze liczba 2% + 5Y
jest kwadratem liczby caltkowite;.

3. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka C. Punkty F i F' lezg odpowiednio na bokach AC' i BC, przy czym
AE = AD i BF = BD. Punkt S jest symetryczny do punktu C' wzgledem srodka
okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze SE = SF.

4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Dla niepustego podzbioru X zbioru {1,2,...,n}
niech a i b oznaczaja odpowiednio najmniejszy i najwiekszy element zbioru X oraz niech
1
X)=——.
Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, sume liczb f(X) dla wszystkich niepustych podzbioréw X
zbioru {1,2,...,n}.

IT seria 5. Znalez¢ wszystkie takie ciagi (a1, a2, ...,as3) ztozone z réznych dodatnich liczb
calkowitych, ze dla i = 1,2,...,62 liczba a; jest dzielnikiem liczby 1 + a;+1, za$
liczba aes jest dzielnikiem liczby 1+ a;.

6. W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi réwnosé
<DAB +2xBCD = 180°.

Okrag wpisany w tréjkat ABD jest styczny do bokéw AB i AD odpowiednio
w punktach K i L. Wykazaé, ze okregi opisane na tréjkatach AKL i BCD sg styczne.

7. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (m,n),

dla ktérych prostokat o wymiarach m x n mozna zbudowad

z nastepujacych klockéw utworzonych z 6 kwadratéw jednostkowych:
Klocki wolno obraca¢ i odwracaé¢ na druga strone.

8. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f okre$lone na zbiorze liczb rzeczywistych
i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y
prawdziwa jest rownosé

fla+ fle+y) = flz—y) + f(2)"

III seria 9. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze liczba 1 + 27+ 4 47+ jest
podzielna przez liczbe 1 + 2™ + 4™.

10. Znalezé wszystkie takie liczby catkowite n > 2, ze istnieje zbiér n punktéw na
plaszczyznie, z ktérych kazdy lezy na zewnatrz pewnego kota, zawierajacego wszystkie
pozostale punkty i majacego érodek w jednym z nich.

11. W ostrostupie o podstawie ABC i wierzchotku S wysokosci AA’, BB',CC’,SS’
przecinaja si¢ w jednym punkcie, lezacym wewnatrz ostrostupa. Punkt O jest srodkiem
sfery opisanej na danym ostrostupie. Dowies¢, ze jesli prosta SO jest prostopadia do
ptaszczyzny A’B’'C’, to ostrostup ABCS jest prawidtowy.

12. Majac dany skonczony ciag liczb, tworzymy z niego nowy ciag, wstawiajac
pomiedzy kazda pare kolejnych wyrazéw nowy wyraz, réwny ich sumie. Rozpoczynamy
od ciagu (1,1) i wykonujemy wielokrotnie te operacje, otrzymujac w pierwszym kroku
ciag (1,2,1), w drugim kroku ciag (1, 3,2, 3,1) itd.

Dla kazdego n > 1 obliczy¢ sume szesciandow wyrazow ciggu otrzymanego w n-tym kroku.
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